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Capitulo 1

Introduccion

Los conjuntos estan determinados por sus elementos, en otras palabras, la relacion de
pertenencia juega un papel de suma importancia en la caracterizacion de cualquier conjun-
to. Sea C' un conjunto, tradicionalmente, cualquier elemento tiene dos posibilidades -con
respecto a C-: pertenece o no pertenece. Verbigracia, en el conjunto A conformado por los
nimeros reales mayores que 1 se puede afirmar, sin lugar a dudas, que el niimero 0 no perte-
nece a A, al contrario del niimero 2 que si pertenece. Mas, si agregamos el adverbio mucho
al adjetivo mayores se obtendra el “conjunto” B = {z € R : x es mucho mayor que 1},
que aunque a simple vista se muestran similares con diferencias nimias, en el segundo la
pertenencia se difumina, pierde claridad y se torna difusa. ;Cudl es un nimero mucho
mayor que 1: 10, 100 o 1,000,0007 Ciertamente habra mas objeciones de incluir al nimero
10 que al ntimero 1,000,000 en el “conjunto” B. En “conjuntos” como B los elementos no
tienen completa certeza, pero algunos elementos son mas suceptibles de pertenecer que
otros, es decir, se puede hablar de una graduacion para la pertenencia.

El concepto de conjunto difuso que fue introducido por Zadeh en 1965, a diferencia
de los conjutos tradicionales incorpora una pertencia gradual. Esto es, un conjunto difuso
u es una funcién v : X — [0,1], en donde u(x) puede interpretarse como el grado de
pertencia del elemento x, identificando al cero con la no pertenencia y al uno con la tipica
pertenencia. En el ejemplo del conjunto difuso B mencionado anteriormente, se tiene que
up(10) < up(100) < ug(1,000,000). Naturalmente, surge la cuestién sobre la existencia
de un nimero que sin lugar a dudas sea mucho mayor que uno, es decir, jexiste x en los
numeros reales tal que ug(x) = 17 A proposito, el ejemplo es de la autoria del propio
Zadeh [Za65].

Este trabajo se centrard en una clase particular de conjuntos difusos, que permita
mirar a los conjuntos difusos desde la perspectiva de los espacios métricos, para lo cual es
necesario precisar ciertos conjuntos, llamados los a-niveles de u. Sea o € (0, 1], se define
uy = {z € X : u(z) > a}, mientras que:

Ug = U Uy -
a€(0,1]

El primer paso es considerar al dominio de las funciones que determinan a los conjuntos
de nuestro interés como un espacio métrico (X,d), en segundo lugar discriminar a los



conjuntos difusos que en su imagen no incluyan al uno, pues entre otras cosas, se busca
conservar a los conjuntos “tradicionales”. La clase F(X), eje de este trabajo, es la familia
de conjuntos difusos semicontinuos superiormente, con soporte compacto tal que u; es
no vacio (Definicién 19), en otras palabras, los elementos de la clase F(X) de conjuntos
difusos u : X — [0, 1] satisfacen las siguientes condiciones:

a) u es semicontinua superiormente.
b) Existe z € X tal que u(x) = 1, es decir, u; es no vacio.

c) up es compacto.

A partir de d, se pueden encontrar en la literatura, varias opciones para dotar a F(X)
con una meétrica, tal como la endogréfica, sendogréafica o la métrica de Skorakhod, vease
[Di90], [Joo00], [Kim01] y [JaSa20]. Sea p > 1, se construye la métrica d,,, para lo cual, por
cierto, se utiliz6 mucha de la herramienta proporcionada en el Capitulo de Preliminares,
seccién Espacios LP, con la finalidad de formar el espacio métrico (F(X),d,), objeto de
estudio de este trabajo. Sean u,v € F(X), la métrica d, (Definicién 22), en cierto sentido
compila las distancias de u, a v,, para « € (0,1], de la siguiente manera:

o) = | [t ao]

donde la integral anterior corresponde la integral de Lebesgue y dy es la métrica de
Hausdorff. La métrica d; (es decir cuando p = 1) fue introducida por Klement, Puri y
Ralescu, en el caso particular de X = R"™ [KIPuRa86]. El objetivo de estos autores era
probar versiones apropiadas de la Ley fuerte de los grandes ntimeros y el Teorema del
limite central para variables aleatorias difusas. Mientras que la definicién general para d,,,
considerando X = R", fue dada por Diamond y Kloeden [DiK190].

El primer resultado sobresaliente de este trabajo es la demostracién de la monotonia en
la familia de métricas {d,},>1 (Corolario 5). Esto es, que para cualesquiera u,v € F(X),
se cumple que d,, (u,v) < d,,(u,v), siempre que 1 < p; < py < co. Mds atn, los Ejemplos
11 y 12 dan cuenta de la existencia de casos donde la desigualdad es estricta.

Empero, es el Teorema 18 el que establece la primera propiedad vinculatoria entre
(X,d) y (F(X),d,): el primero es separable si y sélo si, el segundo también lo es. En la
demostraciéon queda de manifiesto la importancia y la relacién de la métrica dy con F(X),
para lograr tal cometido.

Por otra parte, el Ejemplo 13 muestra que aunque el espacio (X, d) sea completo, no
necesariamente (F(X), d,) resultard completo. La importancia de este ejemplo se debe no
s6lo a que desafia la propiedad de completitud, sino que ha sido tomado como modelo para
la demostracion de resultados de considerable importancia, tales como el Teorema 22 que
concluye la compacidad y, por tanto la completitud, de (X, d) a partir de la compacidad
local de (F(X),d,).

Lo siguiente es atender el problema de la completitud de (F(X),d,), apelando a su
completacién (F,(X),d,). Sin embargo, establecer la completitud de (F,(X), d,) requirio
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un trabajo tenaz, que se beneficié de conceptos, resultados y herramientas del Analisis
Real, asi como del trabajo realizado por Huang y Wu [HuWul8|. Esta demostracién es
importante porque, ademas del resultado en si mismo, subyace una construccién meticu-
losa que revela la potencia de la métrica de Hausdorff dy aplicada en los a-niveles. Y,
como beneficio adicional, el Teorema 18 permite concluir la separabilidad de (F,(X), d,),
suponiendo la de (X, d). Los mencionados resultados han sido plasmados en el articulo
[AS22].

En el dltimo capitulo se considera una funcién entre dos espacios métricos f : (X, d) —
(Y, d') con miras a construir una nueva funcién f -la extensién de Zadeh- entre los respec-
tivos espacios métricos (F(X),d,) y (F(Y),d)) tal que f se comporte bien con respecto a

los a-niveles, es decir que [f(u)]a = f(uq). La extension de Zadeh no logra por s misma
tal objetivo, tal fin necesita la presencia de la continuidad de f (Proposicién 15). Teniendo
en cuenta los beneficios de partir de una funcién f continua, surge la interrogante sobre si
de la continuidad de f , se puede deducir de la continuidad de f, en general la respuesta es
negativa, como lo muestra el Ejemplo 15. Sin embargo, en el caso particular de espacios
métricos compactos, se consigue la continuidad de f (Teorema 24), con lo que se concluye
la presente investigacién.



Capitulo 2

Resumen

Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto difuso es una funcién v : X — [0,1]. Se
define para a € (0,1], up = {zr € X :u(z) > a}, y

Ug = U Uy -

a€(0,1]

La clase de los conjuntos difusos semicontinuos superiormente, con soporte compacto y
normales, denotada por F(X) (Definicion 19) se define como la clase de conjuntos difusos
u: X — [0,1] que satisfacen las siguientes condiciones:

a) u es semicontinua superiormente.
b) Existe 2 € X tal que u(x) = 1, es decir, u; es no vacio.

¢) up es compacto.

Sean p > 1y u,v € F(X), se define la métrica (Definicién 22) d,, de la siguiente
manera: .
P

d,(u,v) = Uol d%(ua,va)doz] ,

donde la integral anterior es la integral de Lebesgue y dy es la distancia de Hausdorftf.

En primer lugar, se prueba la monotonia en la familia de métricas {d, },>1 (Proposicién
13) y con los Ejemplos 11 y 12 se deja en claro que existen casos donde la desigualdad es
estricta.

En el Teorema 18 se establece que (X, d) es separable si y sélo si (F(X),d,) es separa-
ble. Sin embargo, la propiedad de completitud no corre con la misma suerte, inicamente
se consigue una direccion: si (F(X), d,) es completo, entonces (X, d) también lo es, la otra
implicacion es refutada por el Ejemplo 13. Teniendo la certeza de que la completitud de
(X, d) no garantiza la completitud del espacio métrico de los conjuntos difusos semicon-
tinuos superiormente, con soporte compacto y normales, lo siguiente es investigar acerca
de la completaciéon de F(X), para semejante labor se propone (Definicién 20) a la clase
(F5(X),dp,) compuesta por los conjuntos difusos que cumplen:
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a) u es semicontinua superiormente.

b) Existe z € X tal que u(x) = 1, es decir, u; es no vacio.
¢) u, es compacto para toda a € (0, 1].

d) fol(dH([u]a, {zo})Pda < oo, para algiin zy € X.

En el Teorema 20 se prueba que, efectivamente, (F;(X),d,) es completo y que (F(X),d,)
es un subconjunto denso. No sobra decir que, (F;(X),d,), al igual que (F(X), d,), hereda
la separabilidad de (X, d).

El Capitulo 5 finaliza con algunas propiedades menores sobre las propiedades que
comparten (F(X),d,) y (X,d), verbigracia el Teorema 22 que establece la compacidad y
por tanto la completitud de (X, d), a partir de la compacidad local de (F(X),d,).

En el dltimo capitulo se presenta a la extensién de Zadeh, una funcién f : (F(X),d,) —
(F(Y),d;) que se construye a partir de una funcién existente entre los espacios métricos
f:(X,d) = (Y,d) y cuya culminacién es el Teorema 24 que establece la continuidad
de f : (F(X),d,) = (F(X),d,), a partir de la continuidad de f : (X,d) — (X,d),
considerando p > 1 y X compacto.



Capitulo 3

Preliminares

Este primer apartado se puede considerar como los prolegémenos del presente trabajo,
en el sentido en que aqui se exponen los conceptos fundamentales, que son el cimiento
para los capitulos posteriores. Empero, también pueden percibirse como redundantes pa-
ra lectores familiarizados con el tema. En cualquier caso, los resultados de los capitulos
subsiguientes apelaran de una u otra manera al contendido de este capitulo.

El Capitulo de Preliminares se encuentra organizado en tres secciones: Espacios métri-
cos, Espacios LP y Conjuntos difusos. En cada una de ellas se exponen definiciones y
resultados relevantes para los propésitos de esta investigacion.

3.1. Espacios métricos

En concordancia con el titulo de la seccidén, en este apartado se definira el concepto
de espacio métrico, teniendo como objetivo construir con cierto detalle la métrica de
Hausdorff, misma que cobrara especial significacién a lo largo de este trabajo. A la par, esta
seccion tiene la intenciéon de definir y enunciar propiedades topoldgicas particularmente
utiles en el estudio de espacios métricos, para tal préposito se ha consultado a [Iri08] y

[En8&9.

Definicién 1. Un espacio métrico (X,d) consiste en un conjunto X y una funcién d :
X x X — [0,00), llamada métrica, que satisface los siguientes axiomas:

i) Homogeneidad positiva: d(z,y) = 0 si y sbélo si x = y.

ii) Simetria: d(z,y) = d(y, ), para toda =,y € X.

iii) Desigualdad del tridngulo: d(z,y) < d(x, z) + d(z,y), para toda z,y, z € X.

Se dice que d es una seudométrica, si en lugar de i), la funcién d satisface lo siguiente:
i’) Six =y, entonces d(z,y) = 0.

A modo de ejemplo, se presentan a continuacién algunos espacios métricos para ilustrar
la definicién anterior:



Ejemplo 1. Sea R el conjunto de los niimeros reales. Para x,y € R, se define la funcién:

d(x,y) = |z —yl.
La cual se puede generalizar a R" de la siguiente manera: sean © = (z1,...,2,) y y =
(Y1, .., Yn) elementos de R", entonces:

a) d1($a3/) = 2?21 |i’f'z - y1|

b) do(x,y) = [S1 (2 — i)

Para comprobar que ds es, efectivamente, una métrica se emplea la desiguadad de Cauchy-

Ejemplo 2. Si d; : X; x X; — R es una métrica en X; para cada i = 1,...,n. Entonces,
es posible construir las siguientes métricas en X = [[_, X; de la siguiente manera:

a)
ds(x,y) = Z di(xi, yi)-

b)

P

dy(z,y) = (Z di(xiayi>p> , para p > 1.
i=1

Ejemplo 3. Sean X = {z = {z;}ien : 2; € R, D7 |z;P < 0o} y p > 1. Entonces, es
posible construir la siguiente métrica en X:

ds(x.y) = (Z i~ y|> R

i=1

Ejemplo 4 (Métrica discreta). Sea X un conjunto no vacio. Se define la funcién:
de : X x X — [0, 00),

tal que para cualesquiera z,y € X se tiene lo siguiente:

1, six#y.
dﬁ(&?,@j) =
0, siz=uy.

Si di(x,y) = 0, para cualesquiera =,y € X, entonces dy es una seudométrica la cual es
conocida como la seudométrica indiscreta.



Ejemplo 5 (Métrica del supremo). Sea X el conjunto de las funciones reales acotadas,
definidas en el intervalo [a, b]. Se define la funcién:

d7(f,9) = sup {|f(x) — g(z)[}.

x€la,b]

Ejemplo 6. Sea X el conjunto de las funciones reales continuas en el intervalo [a, b]. Se
define la funcion:

ds(f,g9) = / |f(x) — g(x)|dz.

Sean (X, d) un espacio métrico, un punto a € X y un nimero real r > 0. Se define la
bola abierta con centro en a y radio » como el conjunto:

B.(a) ={x € X : d(z,a) < r}.

Un conjunto U es abierto en X, si es la unién de una familia de bolas abiertas. De forma
equivalente, U es abierto si y sélo si para toda z € U, existe r > 0 tal que B,(x) C U.
En particular, toda bola abierta es un conjunto abierto. Por otro lado, un conjunto A es
cerrado en X, si X \ A es abierto.

Definicién 2. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Se dice que z € X es un punto
de acumulacion de A, si para toda r > 0 se cumple que AN [B,(x) \ {z}] # 0.

La definiciéon de conjunto cerrado se puede describir en términos de sus puntos de
acumulacion: A es cerrado si y sélo si contiene a todos sus puntos de acumulacién.

Definicién 3. Sean (X, d) un espacio métricoy A C X. SedicequeC ={U, C X : A € I}
es una cubierta abierta de A en X, si A C | J,.; Ux con Uy un conjunto abierto en X, para
toda A € I.

Definicién 4. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que X es compacto, si toda cubierta
abierta de X contiene una subcubierta finita.

Sea X un espacio métrico, K(X) denota a la familia de compactos no vacios de X, el
cual es llamado el hiperespacio de compactos de X. A continuacién se define la métrica
de Hausdorff, una métrica para los elementos de K(X) y que serd el pilar del presente
trabajo.

Definicién 5. Sea (X, d) un espacio métrico. Considérese xy € X y A C X no vacio. Se
define la distancia del punto z al conjunto A, de la siguiente manera:

d(xg, A) = inf{d(xg,a) : a € A}.

Formalmente d, asi definida, no puede considerarse una métrica, pues en primer lugar
d: X x Pot(X) — [0,00), donde Pot(X)={A:AC X} es el conjunto potencia de X.

Obsérvese que, si xg € A, entonces d(xg, A) = 0. Sin embargo, d(xy, A) = 0 no implica
que x € A: el intervalo abierto (a,b) C R, tiene la propiedad de que d(a, A) = d(b, A) = 0,
pero tanto a como b no pertenecen a (a, b).



Proposicién 1. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A C X es distinto del vacio y b,c € X.
Entonces,

d(b, A) < d(b, ¢) + d(c, A).

Demostracion. Sea a € A. Debido a que d es una métrica en X, se tiene que d(b,a) <
d(b,c) + d(c,a). Por definicién, d(b, A) < d(b,a), de donde se sigue que d(b, A) < d(b,c) +
d(c,a). Por lo que [d(b, A) — d(b,c)] es una cota inferior del conjunto {d(c,a) : a € A}, i.
e., d(b,A) —d(b,c) < d(c, A). En consecuencia, d(b, A) < d(b,c) + d(c, A). O

En particular, si A € K(X) y zo € X, entonces la distancia de zy a A, se puede
reescribir de la siguiente manera:

d(zg, A) = min{d(zo,a) : a € A}.

Por lo que, cuando A € K(X), si d(zg, A) = 0, entonces xy € A, pues como A € K(X), se
tiene que min{d(zo,a) : a € A} = 0 es decir, existe a € A, tal que d(xg,a) = 0, usando el
hecho de que d es una métrica, se tiene que xo = a, y por tanto zy € A.

Definicién 6 (Seudométrica de Hausdorff). Sean (X, d) un espacio métrico, A, B € K(X).
Se define la funcién d, : K(X) x K(X) — [0, 00) como sigue:

d,(A, B) = méx{d(a, B)|a € A}.

Noétese que la funcién d, no es simétrica. Considérese al espacio métrico R con la
métrica usual d. Sean a < b <c<e € R, I} =[a,b] e I, = [c, e]. Entonces,

dp(Il,IQ) =Cc—ay dp(IQ,[l) =€ — b,
que no siempre coinciden. Verbigracia, si Iy = [2,3] e Iy = [4, 8], se tiene lo siguiente:
dp(fl, [2) =2 y dp(IQ, [1) =b5.

Proposicién 2. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A, B,C € K(X), entonces se cumplen
las siguientes propiedades:

i) d,(A4,A) =0.

ii) d,(A,B) =0siy solosi AC B.

iii) Si B C C, entonces d,(A,C) < d,(A, B).
iv) d,(AU B,C) =max{d,(A,C),d,(B,C)}.
v) Si A C B, entonces d,(A,C) < d,(B,C).
vi) d,(A,C) <d,(A,B)+d,(B,C).
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Demostracion. i) Es inmediato de la definicién.

En ii), supéngase que d,(A, B) = 0. Sea a € A. Entonces, d(a, B) < d,(A, B) = 0. Por
lo que d(a,B) = 0, y como B € K(X), se tiene que a € B, lo que implica que A C B.
Ahora, supéngase que A C B, entonces, por definicién d,(A, B) = maxd(a, B) =0

Para iii) obsérvese que d(a,C) < d(a,B) < d,(A,B) para toda a € A. Asi que
max{d(a,C):a € A} <d,(A,B), ie., d,(A,C) <d,(A,B).

El inciso iv) se sigue de las propiedades del méximo. v) se sigue de iv).

En vi), por la Proposicién 1, se tiene que:

d(a,C) < d(a,b) + d(b,C) para cualesquieraa € Ay b € B.
En consecuencia,

d(a,C) <min{{d(a,b) : b€ B} +{d(b,C) :be B}} <

min{d(a,b) : b € B} + min{d(b,C) : b € B} < d(a, B) +d,(B,C).
Por lo tanto,
max{d(a,C) :a € A} <max{d(a,B) : a € A} +d,(B,C).

De donde,
d,(A,C) <d,(A,B)+d,(B,C).

]

Sean A, B € K(X), se define la métrica de Hausdorff entre A y B de la siguiente
forma:

dy(A,B) = méx{meé} d(a, B),rglég d(b,A)} = méx{d,(A, B),d,(B,A)}.
a €

Obsérvese que dp : K(X) x K(X) — [0, 00).
Proposicién 3. La funcién dg : K£(X) x K(X) — [0,00) es una métrica en I(X).

Demostracion. i) Tenemos que A = B si y sélo si dy(A, B) = 0, por el inciso ii) de la
Proposicién 2.
ii) Se tiene que:

du(A, B) =max{d,(A, B),d,(B,A)} =

méx{dp(B, A)7 dp<A7 B)} = dH(B7 A)
iii) Sean A, B,C € K(X). El inciso vi) de la Proposicién 2 implica lo siguiente:

d,(A,C) < d (A, B) +d,(B,C) vy d,(C, A) < d,(C, B) + d,(B, A).

De donde se sigue que:
dH(A7 C) = mé’x{dﬂ(Au O)a dP(O7 A)} S
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méx{d,(A, B) + d,(B,C),d,(C, B) + d,(B,A)} <
méX{d/)(Aa B)7 dP(B7 A)} + méx{dﬂ(Ba 0)7 dP(Ca B)}
Es decir, dH(A, C) < dH(A, B) + dH(B, C) O

Los siguientes lemas enuncian propiedades técnicas de dy que, en capitulos posteriores,
seran auxiliares en la demostracién de resultados significativos para el presente trabajo.

Lema 1. Sean x € X y A, B € K(X), tales que A C B. Entonces se cumple la siguiente
desigualdad:
du(A,{z}) < du(B,{z}).

Demostracion. Sean v € X y A C B € K(X), se sigue que:
dy (A, {z}) = max{d,(A4, {z}), d,({z}, A)} =
= max{méx{d(a, {z})},d(x, A)} =
= méx{méx{d(a, )}, min{d(z, a)}} =
— rgeé} d(a,r) < r&éBx d(b,z) =
- méx{igg{d(b, o)}, min{d(z,b)}} =
méx{d,(B, {z}),d,({z}, B)} = dy(B, {x}).
L]

Lema 2. Sean Ay, By, C1, A, By, Cy € K(X) tales que Ay C By C Cy y Ay C By C Ch.
Entonces,

dp(B1, B2) < max{dg (A, Cy),dy(As, C)}.
Demostracion. Tenemos lo siguiente:
dp(B1, By) = méx{d,(B1, Bs),d,(B2, B1)}.
De acuerdo con los incisos iii) y v) de la Proposicién 2, se tiene que
di(B1, By) = méx{d,(B1, Bs),d,(B2, B1)} < max{d,(Bi, As),d,(Ba, A1)} <

méix{d,(C1, As), dy(Ca, A1)} < mibx{d,(Ch, As),d,(Az, C1),d,(Cs, Ar), dy(Ar, Co} =
max{dy (A1, Cz),dr (A2, C1)}.
]

Definicién 7. Un espacio métrico (X,d) es isométrico al espacio métrico (X', d’), si
existe una biyeccién f : X — X’ tal que para cualesquiera x,y € X se cumple que

d(z,y) = d'(f(z), f(y)).
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Es decir, los espacios isométricos tienen la misma esctructura de espacio métrico. Nétese
que la propiedad de isometria es simétrica.

Definicién 8. La cerradura de A, en simbolos A, es el conjunto de puntos z € X tales
que para toda r > 0, la bola abierta con centro en x y radio r interseca a A.

Sean (X, d) un espacio métrico y A C X no vacio. Se dice que A es acotado, si existe
un numero positivo M € R, tal que para cualesquira z,y € A se cumple que d(z,y) < M.
Equivalentemente, se tiene que A es acotado, si el conjunto {d(z,y) : =,y € A} es acotado
en R.

Definicién 9. Sean (X, d) un espacio métrico y un conjunto acotado A C X. Se define el
didmetro de A como Diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.

Obsérvese que, aunque el didmetro de A es un ntimero real 7, no necesariamente existen
z,y € A tales que d(z,y) = r, por ejemplo, témese cualquier intervalo abierto (a,b) C R
con la métrica usual, el cual tendra didmetro b — a. No obstante, no existen x,y € (a,b)
tales que d(z,y) = b — a.

Teorema 1. [Iri08] Sea (X, d) un espacio métrico. Si A C X es compacto, entonces A es
cerrado y acotado en X. Ademsds, si X es compacto y A cerrado en X, se tiene que A
también es compacto.

Definicion 10. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Decimos que A es denso en X si
A = X. Un espacio X se llama separable si contiene algtin subconjunto denso numerable.
Si (X, d) es separable, todo subconjunto de X es también separable.

Inmediatamente se sigue que todo conjunto numerable es separable. El conjunto de
los nimeros reales R con la métrica usual, es el ejemplo cldsico de un espacio separable,
tomando como subconjunto denso a los nimeros racionales Q. Sin embargo, el subespacio
de los niimeros irracionales es también un espacio métrico separable.

Se dice que una sucesion {z,}, en X converge al punto x € X, en simbolos {z,} — z,
si para toda € > 0, existe NV € N tal que

d(x,,x) < €, para todan > N.

Andlogamente, se dice que una sucesiéon {z,}, en X es de Cauchy, si para toda € > 0,
existe N € N tal que

d(x,,x,) < €, para cualesquiera n,m > N.

Obsérvese que si una sucesion {x, }, es de Cauchy, o convergente, entonces su rango es un
conjunto acotado.

Definicién 11. Se dice que un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesién de
Cauchy en él es convergente. Particularmente, si (X, d) es compacto entonces también es
completo.
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A continuacién se enuncian algunas propiedades métricas/topoldgicas que comparten

Teorema 2. [En89] Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces se cumple lo siguiente:
a) (X,d) es separable siy sélo si (K(X),dy) es separable.
b) (X,d) es completo si y s6lo si (I(X),dy) es completo.

c) (X,d) es compacto si y sélo si (K(X),dy) es compacto.

3.2. Espacios L?

La finalidad de esta seccién es presentar a los espacios LP(X) con 1 < p < 0o y mostrar
algunas de sus propiedades que en lo posterior seran muy convenientes. La primera, es
establecer una comparacién entre los espacios L' (X) y LP2(X), cuando 1 < p; < po.

Una vez descritos los espacios LP(X), se define una norma apropiada para sus miembros,
la llamada LP-norma (]|-||,), la aplicacién de ésta facilitard varios calculos posteriores. Cabe
mencionar que el camino para corroborar que, efectivamente se trata de una norma no es
trivial y requiere de varios resultados previos, en especial para corroborar la desigualdad
del tridngulo, con tal fin se consulté [Rol0] y [Jol5]. La desigualdad de Minkoski-Riez
-como también se le conoce a la desigualdad del tridngulo- es también una herramienta
cuyas aplicaciones son imprescindibles a lo largo del presente.

Al final se enuncian, a modo de recordatorio, algunos teoremas por demés conocidos
de la Teoria de la Medida.

Definicién 12. Sea V un espacio vectorial real. Una norma en V se define como una
funcion || - || : V' — [0, 00) que cumple lo siguiente:

i) [Jz|| = 0 siy sélo si x = 0.
ii) ||rz|| = |r| - ||z, para todo r € R.
iii) [lz +yll < {lz] + llyl-

El inciso iii), al igual que su homdlogo en la definicién de métrica, es conocido como
la desigualdad del tridngulo. Al par (V]| - ||), se le llama un espacio vectorial normado.
Cuando i) es remplazado por el siguiente enunciado:

i’) Siz =0, entonces ||z| = 0.
Se dice que || - || es una semi-norma.

Ejemplo 7. Considérese el espacio vectorial R", entonces las siguientes dos funciones
definen una norma en R™:

a) ||z|| = max{|x;| ;i =1,...,n}.

14



b) flzll = (32 [il")7, donde p > 1.

c¢) Sean [a,b] C R un intervalo compacto y X = Cla,b| el conjunto de las funciones
continuas real valuadas sobre [a, b], se define la norma:

1l = i | ().

z€[a,b]

El siguiente ejemplo muestra como cualquier espacio vectorial normado (V|| - [), in-
duce una métrica dj.|. Es decir, cualquier espacio vectorial normado (V|| - ||), puede ser
considerado como un espacio métrico (V, dj.).

Ejemplo 8. Sea (V.|| - ||) un espacio vectorial normado. Se define la funcién:
d”.” VXV — [O, OO),
dy (2, y) = [z = yl|.
Sean x,y,z € V. Obsérvese que dj(z,y) = ||z — y[| > 0, pues ||| > 0, para toda x € V.

i) Supdngase que x = y, entonces x —y = 0. La definicién de norma, inciso (i), implica
|z — y|| = 0. Andlogamente, si ||z — y|| = 0, se tiene que z —y = 0, es decir, z = y.

ii) Con ayuda de la definicién de norma, inciso (ii), se tiene lo siguiente:
di(z,y) = [l =yl = I(=Dy —2)[ = [ = Ully = =l| = ly = zll = d(y, ©).
iii) Usando el inciso (iii) de la definicién de norma, se sigue que
di(z,y) = le =yl = [(z = 2) + =) < llz =zl + [z =yl = dyy (=, 2) + dj (2, 9).

Es decir, la funcién d|.| es una métrica en V.

Definicién 13. Sean (X, M, ) un espacio de medida, donde M representa una o-algebra
y u una medida sobre M y p € [1,00), el simbolo LP(X, M, ) denota al conjunto de las
clases de equivalencia [f], que cumplen lo siguiente:

i) Los elementos de LP(X, M, ) son clases de equivalencia de funciones medibles cuyo
dominio es X y sus imégenes son numeros reales, excepto -tal vez- en un conjunto de
medida 0.

ii) Sean f, g dos funciones medibles, entonces f ~ g siy sblo si f = g, p-casi en cualquier
parte.

iii) [, |f]P < co.

Si no existe posibilidad de confusién, escribiremos LP(X, ) = L?(X) o simplemente L?.
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La condicién iii) de la definicién anterior, implica que si f € LP(X, M, i), entonces
f < oo p-casi en cualquier parte. Sean (X, M, 1) un espacio de medida y p € R tal que
1 < p < o0, se define la LP-norma o la p-norma como la integral (fX ]f|pdu)% y se denota
mediante el simbolo || f|[,.

Evidentemente, la definicién anterior debe ir acompanada de la demostracion que ates-
tiglie que efectivamente la p-norma esta bien definida, es decir, que || f||, satisface los tres
enunciados de la definicion de norma, la demostracion no es trivial y requerira de varios
resultados previos. A proposito, la desigualdad del tridngulo correspondiente a la norma
L? es también conocida como la desigualdad de Minkowski-Riz. Asi que por el momento,
| f|l, es tan s6lo un simbolo con la promesa de ser una norma.

Por otro lado, hasta el momento se han considerado espacios L? con p € [1,00), sin
embargo, es posible extender esta definicién a p = +o00 y en esa direccién se ofrece la
siguiente definicion.

Definicién 14. Sea (X, M, u) un espacio de medida. Una funcién medible f es llamada
acotada escencialmente si para alguna 0 < M < oo, se tiene que |f| < M p-casi en cual-
quier parte (de forma abreviada: u-ccp). El conjunto de todas las funciones reales escencial-
mente acotadas estd denotado por L (X, M, i) o simplemente L, si el espacio de medida
es claro. Ademds, se define ||f|| = mf{M > 0 : |f| < M p-casi en cualquier parte} o
equivalentemente || f||oo := mf{M > 0: p{z : {|f(z)| > M} = 0}.

Si f es acotada escencialmente, para cualquier sucesion decreciente de ntimeros reales
{M,}, tal que M,, — ||f|lc, se tiene que para toda n € N, se cumple que |f| < M,,
excepto para algin A, con p(A,) = 0. Equivalentemente, |f| < M, para toda n € N,
salvo en (J, .y An -que, por cierto también tiene medida cero-, lo que implica | f| < || f]/o
p-casi en cualquier parte.

Teorema 3. || f||« es una norma en LP(X).

Demostracion. 1. Los incisos i) y ii) de la definicién de norma se siguen de la definicién
de infimo y de la construccién de LP(X') como un conjunto de clases de equivalencia.

2. Desigualdad del triangulo:

If + glloo = Mf{M : |f + g| < M, u — casi en cualquier parte}
< if{M : |f|+ |g| < M, — casi en cualquier parte}
<inf{M + N :|f| <My |g| <N,u— casi en cualquier parte}
< inf{M : |f] < M, — cop} + BN : [g] < N, i~ cep} = | flloo + 9]
0

A continuacién, la atencién se centra en demostrar que || - ||, es una norma. El Teo-
rema de Young es el preludio a la desigualdad de Minkowski-Riez, pues proporciona una
herramienta indispensable para la demostracion del mismo.
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Definicién 15. El conjugado de un nimero p € (1,00) es ¢ = p/(p—1), el cual es el inico
nimero ¢ € (1,00) que satisface lo siguiente:
1 1

S4-o=1.
p q

El conjugado del niimero 1 es definido como oo y viceversa.

Teorema 4 (Desigualdad de Young). Sean 1 < p < oo, ¢ el conjugado de p, a y b dos
numeros positivos. Entonces,

a? bl
ab < — + —.
p q
Demostracion. Sean a,b > 0y g : R — R la funcién definida mediante g(z) = (%):pp—ké—x,
entonces ¢'(x) = xP~! — 1, lo que significa, ¢’(z) es positiva en el intervalo (1, 00), negativa

en el intervalo (0,1) y cero cuando x = 1. Ademés ¢(0) = %, g(1) = 0 lo que implica que

la funcién g no puede ser negativa en el intervalo (0,00). En consecuencia,
1 1
xr < —aP + —, para todo x > 0.
p q

. . a , .- ..
En particular, si x = 1 que resulta ser un nimero positivo, pues a y b son positivos

por hipdtesis, tenemos lo siguiente:

a <1 a \r 1
<y () T

multiplicando por b?:

bqa<bq(a)p b4

=y ) T
es decir,
blaP? b4
ab < ) + e
Por 1ltimo, utilizando la ecuacién p(q — 1) = ¢, se obtiene lo deseado. O

El siguiente teorema, llamado también la desigualdad de Rogers-Holder, es la piedra
angular de esta seccién, pues tanto la comparacién entre los espacios LP! y LP?, para
1 < p1 < py < 00, como la desigualdad del tridangulo en L, se desprenden de este resultado.

Sea f: X — R una funcién, se construye la funcién signo de f (denotada por sgn(f))
de la siguiente manera:

-1, si f(x) <0.
sgn(f(x)) = 0, st f(z) =0.
1, sif(x)>0.
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Teorema 5 (Desigualdad de Rogers-Holder). Sean (X, M, i) un espacio de medida, 1 <
p < 0oy q el conjugado de p. Si f € LP(X) y g € LY(X), entonces fg € L}(X) y

/X fg' < /X ol < 1f 1l

Més atin, si f # 0, p-casi en cualquier parte, la funcidn conjugada de f, f* = ||f|}77 -
sgn(f) - [fIP~H € LUX), [[f*lg =1y

/ £ =1
X

Demostracion. Para la primera desigualdad, basta probar | [, f| < [, |f|, para cualquier

funcién f en R:
/Xf‘z /Xf+—/xf—‘s /Xf++/Xf"=/Xf++f‘=/X|f|-

A modo de glosa, nétese que esta desigualdad se convierte en una igualdad, cuando f es
no negativa.

Para la segunda desigualdad, obsérvese que si alguna de las funciones f o g es cero
(-ccp, no hay nada que probar, por lo que a lo largo de esta demostracion, suponemos que

f#0yg#0 p-cep.
En el caso p = 1 y, por tanto, ¢ = oo, la desigualdad se obtiene recurriendo a la
monotonicidad de la integral:

/X gl < /X llglloe = gl /X 1= 1o

Ademas, aqui, f* = sgn(f), asi que:
L f-f*=1fl,porloque [, f-f"= [|fl =]/, lo que implica que f* € L*y,
2 1f oo = 1.
Ahora consideremos el caso p > 1. Para lograr la demostracion, basta considerar fun-
ciones normalizadas. Por lo tanto asumimos que || f||, = ||g]l, = 1, es decir,

[ =1y [ lar=1.

A causa de esta suposicion, tan sélo se debe probar:

[t <1

La desigualdad de Young es aplicable a casi todos los valores funciones de |f| y |g|:

1P, 19l
’f9|:\f|'\g\§7+7 [t — cCp.
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De la linealidad de la integral se infiere que f - g es integrable sobre X. Ademas,

P gl 1 1 11
R N e
X x P q pJx qJx p q

Por otro lado, f- f* = ||fIn77- |fIP v |f*| = [IflIl,7" |f]P~", p-casi en cualquier parte. Por
lo tanto,

1]l = /X = G /X I = |0 /X P = 1A = =1y

/f-f*=\|fH,§””/ AP =111 = 11 f -
X X
O

Las hipétesis de la desigualdad de Holder, dificilmente pueden mejorarse, tal y como
lo muestra el ejemplo en [Ba95], el cual se expone a continuacién. Considérese X = [0, 1]
con la medida de Lebesgue y sean f(z) = 27" y g(x) = z—* dos funciones con r,s > 0. Si
r+s=1,elegimos p=1/ry q=1/s. Asi que p~' + ¢! = 1, tal cual se requiere en la
desigualdad. Con estas suposiciones, tenemos que fg € L}(X), es decir, la desigualdad de
Holder es inaplicable a este caso. Sin embargo, f € LP(X) y g ¢ L(X). Por ultimo, nétese
que f € LY(X) para cualquier ¢t < p y lo mismo sucede con la funcién g.

En lo sucesivo, m denotard la medida de Lebesgue en R.

Corolario 1 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz). Para cualquiera f y g en
L?(X), tenemos que fg € LY(X) y [y [fgl < [[fll2llg]l2, equivalentemente,

/legl < \/E\/E

Corolario 2. Sea X un conjunto de medida finita y 1 < p; < ps < oo. Entonces LP?(X) C
LP1(X). Ademss,

[fllpy < cll fllp.; para toda f € L??(X),

pP2—P1 1

donde ¢ = [m(X)] r2r1 | si py < 00y ¢ = [m(X)]?r cuando py = 0.

Demostracion. Primero, veamos el caso p, < oo. La contencion se sigue de la monotoni-
cidad de la integral. Para demostrar la desigualdad, témese p = po/p1, €l cual resulta ser
mayor que uno. Témese f € LP?(X), obsérvese que fP* € LP(X). Sea ¢ el conjugado de p.
Para poder aplicar el Teorema de Holder, se toma g = xx, la funciéon caracteristica de X,
que resulta que ser un elemento de LY(X), pues m(X) < co. Entonces,

191 = [ 170 = [ 1l < Dol = ( / \f\”’l)pHxXHq:

(L) sl =1z [ peslr)” = gt
X X
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Las desigualdades anteriores implican que:

1 £llpy < N Fllpalm(X)] 755

1

Como p y g son conjugados, se tiene que = = 1%. Sustituyendo el valor de 1/q en la

desigualdad de arriba, se obtiene el valor deseado para c.

1
Ahora, supdéngase que ps = 00. Sea f € L™, entonces existe M € R tal que |f| < Mn
m-casi en cualquier parte. Asi que

Jur < [ v = atmix),

Esto es, f € LP*. Ademas,

1 = [ 1< [ = im0,
X X
lo que quiere decir que,
1
151l < M) e
[

Teorema 6 (Desigualdad Minkowski-Riesz). Sean 1 <p < ooy f,g € LP(X). Entonces,
frget?(X)y If +gllp < [Ifllp + llgll-

Demostracion. Primero obsérvese que f + g es medible. Sabiendo que
|+ gl < 1f1+1gl,

basta considerar f,g > 0. Sin embargo, si f = 0 o g = 0 casi en cualquier parte, no hay
nada que probar. Asi que vamos a suponer que f > 0y g > 0 ccp. Es facil probar la
desigualdad para p = 1:

Hf+gH=/X|f+g|S/X\fHIgI:/X!fH/X\g\=HfH+HgH-

Sea 1 < p < oo. Con base en la desigualdad (f + ¢)? < 2P max{f?, g?} < 2P(fP + gP)
se asegura que f + g € LP. La intencién es aplicar el resultado de Holder para demostrar
la desigualdad de Minkowski-Riesz, con este fin se vera que (f + ¢g)?~! € LY, donde q es el
conjugado de p:

/\<f+g>pqu=/ rf+g\q<p”=/ [+ gl? < o0, pues f+g € 17,
X X X

Reescribiendo (f + g)? como f(f 4+ g)*~' 4+ g(f + g)*~" y aplicando el Teorema de Holder,
tenemos que,

I+ gl = /X P < /X FIF 4 g+ /X gllf + P < (3.1)
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LA ICE + 97l + Mgl l1CF + 97 lg = (f 1l + Ngllo) 1CF + 9)7 -

Por otro lado,
Wf+m‘Hw=<AKf+m‘l> :([;f+@> _
N+l
(fuver) "=iriaE

I1f +glly
1+ gl

De (3.1) y (3.2) se sigue que

I1f =+ gll; < Al + llglly)
Es decir,

1+ glle < I1f 1l + llgllp-

(3.2)

]

La desigualdad de Minkowski-Riesz implica, que para cualquier espacio de medida

(X, M,m)y1<p<oo, LP(X) es un espacio vectorial y || - ||, es una norma en éste.

En otra direccion, se advierte que en la demostracion de la desigualdad de Minkowski-
Riesz se emplea, implicitamente la desigualdad de Young, la cual no es cierta para p < 1,
lo que hace sospechar que la desigualdad del triangulo tampoco se cumple para valores de

p < 1, lo que se corrobora con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9. Sean g(z) =z, f(z)=1yp= % Por un lado,

{Azx+1ﬁ1{:(g@*%nﬂ:>2:14ﬂg
[A%@]2+{A%U

Es decir, [fol(:v + 1)5]2 > [fol(x)ér + [fol(l)ér.

Definicién 16. Sea 1 < p < oo.
i) Una sucesién { f,}, en L?(X), se dice que converge a f en LP(X), siempre que

T |[f = full, = 0.

Por otro lado,

VI
SIS

2
} = 1.44.

Es decir,

mn/ﬁh—fwzo
n—oo X
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En caso de que { f,}, converja a f en L?(X), se denota como {f,} — f en LP(X), o de la
siguiente manera:

lim f, = f, en LP(X).
n—oo

ii) Una sucesion {f,}, en LP(X), se dice que es de Cauchy en LP(X), si para todo € > 0,
existe N € N tal que si n, m > N, entonces:

o = Fullo = (/X o — fn!pd:v>p e

Una sucesién { f,, } de funciones medibles real valuadas, se dice que converge en medida
a la funcién medible real valuada f, si

lim m({r € X :|fu(z) — f(z)| > a}) =0, para cada a > 0.

Proposicién 4. [Rol0] Si {f,}, converge a f en LP, entonces {f,}, converge en medida

af.

Finalizamos la seccion con algunos resultado, por demés conocidos, acerca de las inte-
grales de Lebesgue.

Lema 3. [Rol0] [Lema de Borel-Cantelli] Sea {Ej, : k € N} una coleccién de conjuntos
medibles en R, para los cuales ).~ m(Ey) es finita. Entonces casi todo x € R pertenece
a una cantidad finita de E}’s.

Teorema 7. [Rol0] [Lema de Fatou] Sea {f,}, una sucesién acotada de funciones no-
negativas e integrables que converge a f. Entonces, f es integrable. Mds ain, [  fdx <

lim inf fX fndx.

Teorema 8. [Rol0] [Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue] Sea {f,}, una
sucesion de funciones medibles en X, que converge casi en todas partes a la funcién f.
Supéngase, ademds que { f,, }, es dominada por una funcién integrable g. Entonces, f es
integrable sobre X, y se cumple que [ fdz = lim,,« [y fudz.

Teorema 9. [Rol0] [Continuidad Absoluta de la Integral de Lebesgue] Suponga que f es
integrable segtin Lebesgue sobre X, entonces para cada € > 0, existe ¢ tal que f 4 fdr <,
siAC X ym(A) <d.

Teorema 10. [Rol0] [Teorema de Egoroff] Supongamos que F es un conjunto de medida
finita. Sea { f,,}» una sucesién de funciones medibles en E que converge puntualmente casi
en cualquier parte a la funcién real valuada f. Entonces para cada e > 0 existe un conjunto
cerrado F' C F, tal que {f}, converge uniformemente a f en F'y m(E\ F) < e.

En efecto, el teorema posterior es, en general, bastante conocido. Sin embargo, al
no contar con una referencia explicita dentro de la literatura, se ha incluido una breve
demostracion.
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Teorema 11. Sean (X, d) un espacio métrico y f : (0,1] — (X, d) una funcién. Entonces
el conjunto Dy de puntos en (0, 1] donde f es discontinua por la izquierda es medible.

Demostracion. Sea J = (0,1]. Témese € > 0y § > 0, se define el siguiente conjunto:

U(e,0) ={z € J:Ty,y2 € (x —d,z) N J con d(f(v1), f(y2)) > €}.

Se mostrard que U(e, 0) es abierto en J. Témese x € U(e, d). Entonces existen yq,ys €
(x —d,2) N J tal que d(f(y1), f(y2)) > €. Supéngase que y, < y;. Obsérvese que y; < z,
Yo + 6 > x. Entonces O = (y1,y2 +0) NJ es un conjunto abierto en J que contiene a x. Si
ze€O,entonces t —0 < Yo <Y1 < 2 <Ys+0. Asi0 < 2z — 1y < z— 1o < 9. Por lo que
y1,y2 € (z—0,2)NJ y d(f(y1), f(y2)) > €. Esto es O C Ule, ), es decir U(e, d) es abierto
en J.

Por otro lado, es facil ver que

Dy=J | ) Uleo)

ecQt \6ecQt

Lo que implica que Dy es medible. O

3.3. Conjuntos Difusos

Con frecuencia, las clases de objetos encontrados en el mundo real no tienen un criterio
preciso de pertenencia. Por ejemplo, la clase de los seres vivos claramente incluye entre
sus miembros a perros, caballos, aves, helechos, entre otros, y sin lugar a dudas excluye a
objetos como rocas, fluidos, etc. Sin embargo, la situacion de los virus o de los priones es
considerablemente mas dificil de establecer, respecto a su pertenencia al conjunto de los
seres vivos. Lo mismo ocurre con el conjunto “la clase de los hombres altos”, el cual no
constituye una clase o un conjunto en el sentido matematico usual.

Al igual que en el mundo real, en las matematicas también podemos encontrar con-
juntos con definiciones ambiguas. Verbigracia, el conjunto de todos los nimeros reales
“mucho mayores” que 1, por su puesto el cero no pertenece al conjunto mencionado, sin
embargo no podemos afirmar con la misma certeza, la pertenencia del nimero diez; o
digamos la duda que sucita la afirmacién 3.1415 es una buena aproximacion de m; o tal
vez la frase mas famosa de los cursos de calculo: para € suficientemente pequeno. Mas,
dichas ambigiiedades (que algunos consideran del lenguaje) llamados conjuntos difusos
juegan un papel importante en el pensamiento humano, particularmente en dominios de
reconocimiento de patrones, comunicacion de la informacién, y abstraccién.

El propédsito de esta seccién es explorar de manera preliminar, algunas propiedades e
implicaciones basicas de un concepto que puede ser tutil para tratar con las “clases” del
tipo citado anteriormente, tomando como referente [Di90]. El concepto en cuestion es el
de un conjunto difuso, que es, un “conjunto” con grados de pertenencia.

Definicién 17. Un conjunto difuso (o una clase difusa) A es una funcién de pertenencia
fa la cual asocia a cada punto en X un ndmero en el intervalo [0,1].
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Figura 3.1: Grafica de f4

Esto es, mientras mas “cerca” esté el valor fa(x) de la unidad, “mas pertenecerd” x
a A. Si por el contrario, el valor de la funcién se encuentra “mas cerca” del cero, habra
méas dudas de su “pertenencia”’. Obsérvese que cuando tratamos con conjuntos usuales,
la imagen de la funcién de pertenencia es {0, 1}, es decir, pertenece o no pertence. Esto
es, la funcién de pertenencia no es, sino la funcién caracteristica de un conjunto dado. A
continuacion se presenta un ejemplo con la finalidad de ilustrar el concepto de conjunto
difuso, cuyo autor es el propio Zadeh [Za65].

Ejemplo 10. Considérese, la recta real y A el conjunto difuso de nimeros “mucho ma-
yores” que 1. Entonces, se puede dar una precisa, aunque subjetiva, caracterizaciéon de A
especificando f4 (Figura 3.1) como una funcién en R:

(0, sixz <1.
0.01, sil<ax <o,
0.2, sio<x<10.
0.9, si10 <2 < 100.

0.95, si 100 <z < 500.

1, si 500 < z.

\

Definicién 18. Sean X un conjunto no vacio y v : X — [0, 1] un conjunto difuso. Dado
a € (0, 1], definimos el a-nivel de u como el conjunto u, = {x € X : u(x) > a}.
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Por ejemplo, los a-niveles del conjunto difuso f4 correspondientes al ejemplo 10 son
los siguientes:

( (1, 00), si0<a<0.2,
(5, 00), si0.2<a<0.9,
[fala = ¢ (10,00), i 09 <a <095,

[100,00), si0.95< o <1,

[500, c0), sia=1.

\

Los niveles de f4 se pueden ver graficamente en la Figura 3.1, si se considera como dominio
el eje vertical y codonomio el horizontal.

Se sigue inmediatamente de la definicién que si v < /3, entonces ug C u,. En particular,
u; C ug, para toda a € (0, 1]. Por otro lado, los a-niveles de cada conjunto difuso son
exclusivos y, por tanto, determinan inequivocamente a un conjunto difuso.

Proposicién 5. Sean u y v conjuntos difusos en un conjunto no vacio X. Si u, = v, para
cada a € (0,1], si y s6lo si u = wv.

Demostracion. Supéngase que u, = v, para a € (0, 1], basta demostrar que u y v tienen
la misma regla de correspondencia. Supongamos que u # v. Entonces, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que existe xo € X tal que u(zg) < v(xg). Sea oy = v(xy),
por lo que xg € v,,. Por hipétesis, se sabe que v,, = u,,. En consecuencia, u(xg) > a; =
v(xg) > u(xg), una contradiccion. La otra implicacion es trivial. O

En particular los a-niveles de los conjuntos usuales, representados por su funcion ca-
racteristica, son trivialmente faciles de obtener.

Proposicién 6. Sea A un subconjunto de un conjunto X. Entonces, [y 4], = A para toda
a € (0,1].

Obsérvese que como [x(s}}a = {#} para cualquier x € X, entonces dy(X{z} X{y}) =
dy({z},{y}) = d(z,y), esto es, el espacio (X,d) es isométrico a ({{z}:x € X}, dy). En
consecuencia, (X,d) y (K(X),dy) comparten ciertas propiedades, tal y como lo corrobora
el Teorema 2.

Sea (X, d) un espacio métrico. Si u es un conjunto difuso en X, se define el soporte de
u, el cual se denota por ug, como el conjunto {x € X : u(x) > 0}. La cerradura es tomada
en el espacio métrico X.

Obsérvese que

Uy = U Ueg-

a€e(0,1]

Sea X un espacio métrico, la funcion f : X — R es semicontinua superiormente, si
{r € X : f(x) > a} es cerrado en X para toda a € R.
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Las siguientes familias de conjuntos difusos son el cimiento del presente trabajo, pues
con la métrica adecuada se convertirdan en espacios métricos con caracteristicas muy in-
teresantes.

Definicién 19. Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto difuso u : X — [0, 1] pertenece
a F(X), si cumple las siguientes condiciones:

a) u es semicontinua superiormente.
b) Existe 2 € X tal que u(x) = 1, es decir, u; es no vacio.

c) ug es compacto.

Obsérvese que, en particular u, es compacto para cualquier o € (0, 1], pues al ser u
una funcién semicontinua superiormente, se tiene que u, es un conjunto cerrado, el cual
esta contenido en el conjunto compacto ug y, por lo tanto, u, también es compacto.

Sea (X, d) un espacio métrico. A manera de mencién, se define, por su relevancia, la
métrica dy : F(X) — F(X), también llamada métrica de Skorokhod:

do(u,v) =inf{e: It € T tal que sup |t(z) — x| < ey deo(u,tov) < e},
z€[0,1]

donde T es la familia de todos homeomorfismos crecientes de [0, 1] en [0, 1].

Proposicién 7. Sean (X,d) un espacio métrico, A un subconjunto no vacio de X. En-
tonces la funcién caracteristica y4 € F(X) siy sélo si A es compacto.

Demostracion. Supongamos que x4 € F(X). Por la Proposicién 6, se tiene que [xalo = A4,
para toda « € (0,1]. En particular, A es cerrado en X. Debido a que A C uy, y sabiendo
que ug es compacto, se tiene que A es compacto.

En la otra direccion, supongamos que A es compacto y no vacio. Primero, como A es no
vacio, entonces existe x, tal que xa(x) = 1. Ahora, debido a que para cualquier a € (0, 1],
[Xala = A es compacto y en particular A es cerrado en X, se cumple que la funcién y 4
es semicontinua superiormente. Ademas, ug = A, es decir, ug es compacto. Por lo tanto,
XA € .F(X) ]

El siguiente resultado es bastante conocido y sera utilizado constantemente a lo largo
de este trabajo.

Lema 4. [DiK194] Sea {K,} una sucesién decreciente de compactos no vacios en X,
entonces:

lim K, = K,.
n—00 n(;ll

Sea (X, d) un espacio métrico. Se define, para cualquier u € F(X) la funcién L :
(0,1] — (K(X),dn), cuya regla de correspondencia es L(a) = uy,.

Lema 5. [JaSa20] Sea u € F(X), entonces L es continua por la izquierda en (0, 1].
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En 1975 se da la siguiente caracterizaciéon para los elementos de F(X), cuando X es
un espacio métrico [Za74].

Teorema 12. [de Representacién] Sea (X, d) un espacio métrico. Si u € F(X), entonces
se cumplen las siguientes condiciones:

i) Si {an}n € [0,1] es una sucesién creciente que converge a o € (0, 1], entonces se
cumple la igualdad:
Uy = ﬂ U, -

ii) Si {an}n C [0,1] es una sucesién decreciente que converge a 0, entonces se cumple

la igualdad:
Uy = U U, -

neN

Reciprocamente, si { K, : a € [0,1]} es una familia decreciente de compactos no vacios
en X que satisface i) y ii), entonces existe un tnico u € F(X) tal que u, = K, para cada
a€[0,1].

Demostracion. Sea u € F(X).

i) Témese a € (0, 1] y supéngase que {a, }, C [0, 1] es una sucesién creciente que converge
a . Debido a que u € F(X), u es semicontinua superiormente, la funcién L es continua
por la izquierda en (0, 1] (Lema 5). Es decir que,

lim u,, = ﬂ Uq, = Ug.-
n—oo
neN

ii) Sea {a,}n C [0,1] es una sucesién decreciente que converge a 0. Se demostrara que
Uac.1) te = Unen Uan- St @ € Upye() ta, entonces existe a € (0,1], tal que z € uq.
Como {ay,}, C [0,1] es una sucesién decreciente que converge a 0, existe n € N tal que
0 < a, < a, por lo que uy, C u,,, esto es € u,, C UneN Ug,. La otra contencion es
trivial, pues {a,} C (0,1].

Para el reciproco, considérese la sucesion decreciente {K, : « € [0,1]} de compactos
que satisfacen 1) y ii). Se define u(z) = sup{a : x € K,}, obsérvese que u es un conjunto
difuso en X, pues u : X — [0, 1].

Sea a € (0, 1], primero se mostrara que u, = K,. Si x € K,, por definicién de u, se
tiene que u(x) > a, lo que significa que = € u,. Para la otra contencién, supéngase que
T € Uy, es decir que u(z) > a. Témese {a,},en una sucesion creciente que converge a
a, por lo que u(x) = sup{f : x € Kg} > a > a,, para toda n € N, lo que implica que
x € K, para toda n € N. Adicionalmente por i), se tiene que:

Ko=) Ka,

neN

Asi, z € K, y, por tanto, u, = K,, para toda a € (0, 1].
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Para el caso cuando a = 0, témese una sucesién decreciente {ay, }nen que converge a
0, debido a que u, = K,, para toda « € (0, 1], se sigue que:

KO:UK%:UU% Uua:uo.

neN neN (0,1]

Lo que muestra que Ky = uy.

A continuacién se demostrarda que u € F(X). Sea o € (0, 1], para verificar que u es
semicontinua superiormente, se debe mostrar que v '[a, 1] = {z € X : u(z) € [a, 1]} es
cerrado en X, lo cual es consecuencia de que u ™[, 1] = u, = K,.

Debido a que K, = u, para a € [0, 1], se tiene en particular, que K7 = u; y Ko = uo.
La primera igualdad implica que u; es distinto del vacio y la segunda que ugy es compacto
pues {K, : a € [0,1]} es una familia de compactos no vacios. O

A lo largo del presente trabajo, se considerara:

1
/ f(x)dx = f(x)dx.
0 ©0,1]
Definicién 20. Sean (X, d) un espacio métricoy p > 1. Denotemos por F;(X) a la familia
de conjuntos difusos u : X — [0, 1] que cumplen las siguientes condiciones:
a) u es semicontinua superiormente.
b) Existe z € X tal que u(x) = 1, es decir, u; es no vacio.
c) u, es compacto para toda « € (0, 1].
d) fol dp([u)a, {zo})Pda < oo, para algin z, € X.

Las definiciones 19 y 20 implican que:
1. la eleccion de xg € X en la definicién de F;(X ) es arbitraria, pues por la desigualdad
del tridngulo en L?, se tiene que si fol dy([u]a, {zo})Pda < oo para algin xy € X, entonces

fol dp([t)a, {z})Pda < 0o para toda z € X y
2. F(X) € F;(X), para cualquier p > 1: sean u € F(X), 7o € X y a € [0,1]. Por los
Lemas 1 y 2, se tiene lo siguiente:

dp([u]a; {xo}) < méx{dp(ur, {zo}), du(uo, {xo})} = di(uo, {x0})-

En consecuencia,

/o dp([u]a, {x0})Pda < /0 d(ug, {zo})Pda = dp(ug, {xo})’ < 0.

El siguiente resultado se puede probar con un argumento similar al usado en la demos-
tracion del Teorema 12.

Teorema 13. [de Representacion| Sean (X, d) un espacio métrico, zo € X y p > 1. Si
u € F;(X), entonces se cumplen las siguientes condiciones:
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i) Si {an}n € [0,1] es una sucesién creciente que converge a o € (0, 1], entonces se
cumple la igualdad:
Uy = ﬂ U, -

ii) Si {an}n C [0, 1] es una sucesion decreciente que converge a 0, entonces se tiene lo

siguiente:
Uy = U U, -

neN

iii) Se cumple que
1
/ dpr([t]o, {20} Pdar < o0,
0

Reciprocamente, si { K, : a € (0,1]} es una familia decreciente de compactos no vacios
en X que satisface i)-iii), entonces existe un tnico u € F;(X) tal que u, = K, para cada
a € (0,1].

Sea R con la métrica usual. Un conjunto difuso v en R se llama convezro si para cada
a € [0,1], se tiene que u, es un conjunto convexo. Esto es, si para toda x,y € u,, se tiene
que u(Az + (1 = X)) > a, con X € [0, 1].

Proposicién 8. Sea R con la métrica usual. Un conjunto difuso v en R es convexo si sélo
si, para cada z,y € Ry cada A € [0, 1] se satisface la siguiente desigualdad:

u(Ax + (1 — N)y) > min{u(z),u(y)}.

Demostracion. Si u es un conjunto difuso y z1,x2 € u,, para algin a € (0, 1], entonces
u(z1) > ay u(xrz) > a. Sise supone que u(Azy + (1 — X)z2) > min{u(zy), u(x2)} > «, es
decir u(Ax; 4+ (1 — A)zg) > «, lo que significa que u, es convexo.

En la otra direccién, cénsiderese x1,z5 € R, tal que u(xy) = ap y u(zz) = f, sin
pérdida de generalidad supongase que ay < (3, obsérvese que tanto x; como o pertenecen
a Uq,. Suponiendo que todos a-niveles son conjuntos convexos, se tiene en particular que
u(Az + (1 — Ny) > ap = min{u(zy), u(za)}. O

Se denotara con F.(R) a los elementos de F(R) que son convexos. La definicién anterior
asegura que los a-niveles de un conjunto difuso convexo son intervalos compactos. Asi
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 9. Un conjunto difuso u € F(R) pertenece a F.(R) si y sélo si u, es un
intervalo compacto y no vacio para cada « € [0, 1].

La proposiciéon anterior permite concluir que si u es un conjunto difuso convexo, los
a-niveles de u se pueden escribir como intervalos cerrados, esto es para cada o € (0, 1], se
tiene que u, = [u,,u}], donde u, = min{zr € X : x € us} y vl = méx{z € X : z € u,}.
Asi, para cada u € F.(R) se pueden definir las funciones u™,u™ : [0,1] — R como sigue,
u () = u; y ut(o) = u} para cada o € [0,1]. Las funciones u~ y u' aportan una
caracterizacién de los elementos de F.(R), como se explicita en el siguiente teorema.
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Teorema 14. [GoVo86] Para cada u € F.(R) se tiene que las funciones u~ y u™ cumplen
lo siguiente:

i) u~ es creciente y acotada en [0, 1].
ii) ut es decreciente y acotada en [0, 1].
i) u= <wut.
iv) u~ y u' son continuas por la izquierda en (0, 1], y continuas por la derecha en z = 0.

Reciprocamente, si u~,u" : [0,1] — R son funciones que satisfacen las condiciones
i)-iv), entonces existe un unico u € F.(R), tal que v (a) = u, y ut(a) = ul para cada
a€[0,1].
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Capitulo 4

Métricas dp en F(X)

Este segundo capitulo se dedica a los espacios métricos (F(X),d,). En primer lugar
se definird la familia de métricas d,, considerando a p € [1,00) y enseguida se establecera
una comparacion entre dos distintas métricas de la mencionada familia. Previamente a
la métrica d,, se define la métrica uniforme d., que fungird como auxiliar, no sélo en
resultados inmediatos, sino a lo largo de todo este trabajo.

Sin embargo, las cuestiones mds interesesantes sobre los espacios (F(X),d,) versan
sobre las propiedades de separabilidad y completitud. En otras palabras, el objetivo de
este capitulo es establecer un resultado similar al Teorema 2, que relaciona al espacio
métrico (X, d) y el hiperespacio definido por este (K(X),dp).

Definicién 21 (Métrica uniforme). Sea (X, d) un espacio métrico. Se define la funcién
doo : F(X) x F(X) — [0, 1], mediante:

doo(u,v) = sup{dy (ua, vy) : a € [0, 1]}.
Teorema 15. La funcién d es una métrica en F(X).

Demostracion. Obsérvese que la funcién d,, esta bien definida, pues dy es una métrica y
por tanto dy, > 0.
i) doo(u,v) = sup{dpg(ua,vs) : @ € [0, 1]} = sup{dy (va, ua) : @ € [0,1]} = doo (v, u).
ii) Supoéngase que do(u,v) = 0, por lo que dy(uy,v,) = 0, para toda « € [0, 1]. Usando
el hecho de que dy es una métrica, se tiene que u, = v,, para toda o € [0, 1]. En virtud
de la Proposicién 5, se tiene que u = v.
iii) doo(u,v) = sup{dy(ta,va) : @ € [0,1]} < sup{dy(ta, wa) + du(wa,vs) : @ € [0,1]} y
ast:

doo(u,v) < sup{dy (ta, wy) : @ € [0,1]} + sup{du(wq,vs) : @ € [0,1]} =

oo (U, w) + doo (W, v).
[

Proposicién 10. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces para cada u,v € F(X) se tiene
lo siguiente:

doo(u,v) = sup{dg(ua, va) : a € (0,1]}
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Demostracion. Sea {a,} una sucesién decreciente en (0, 1] tal que {a,,} — 0. Sean u,v
conjuntos difusos, entonces uy = |J, ey Uan ¥ o = U, en Van- Ademds, debido a que dy es
una funcién continua, se cumple que:

Ay (Ua, s Vo, ) = dp(ug, vo).
[
El espacio (F(X),dw) contiene copias de los espacios métricos (X, d) y (K(X),dg).
Teorema 16. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces se cumple lo siguiente:
a) (X,d) es isométrico al subespacio {x(,} : € X} de (F(X), dw).
b) (K(X),dg) es isométrico al subespacio {x4 : A € K(X)} de (F(X), dw).
c) El conjunto {x4 : A € K(X)} es cerrado en (F(X),dw).

Demostracion. a) Sea x € X, entonces [Y{s;}]la = {2}, para toda « € [0,1]. Por lo que
para x,y € X, se tiene:

doo (X {a}> X{w}) = SUP{du ([X(z}las [X(u1]a) * @ € [0,1]} = du({z}, {y}) = d(z,y).

b) Sea A € K(X), entonces [ya]o = A, para toda « € [0, 1]. Por lo que para A, B € K(X),
se tiene:

doo(X 4, XB) = sup{du([xala; [xBla) - @ € [0,1]} = du(A, B).

c) Sea {K,}, una sucesién en K(X) tal que {xk, }» converge a u € F(X) con respecto
a do. Se mostrard que u = y i para algin K € IC(X). Témese « € [0, 1]. Entonces, para
cada € > 0, existe N € N tal que d(xk,,u) < € para todo n > N. En consecuencia, si
a € [0,1]

A (Kn, ua) = da([XK,]a) ta) < doo(XK,,u) <€

Lo anterior implica que {K,}, converge a u, respecto a dy. Como esto ocurre para toda
a € [0,1] y el limite de {K,}, en (K(X),dy) es tdnico, concluyendo que v = xx para
algin K € K(X). Se ha demostrado que {x4 : A € K(X)} es cerrado en (F(X),dw). O

Corolario 3. Si (F(X),d.) es separable, entonces (X, d) es separable.

Sin embargo, considérese el espacio métrico (X, d) con al menos dos elementos, digamos
aybcona#by el subespacio métrico A = {xa} +7x) : 7 € (0,1)} de (F(X), dw). Sea
a € (0,1), sir < a, sucede que [x{q} + X {})a = {a}, en otro caso [x{a} +7X{}]a = {a, b}
Obsérvese que A no es separable, pues de lo contrario, supéngase que el conjunto {a, }, C
A, que resulta ser de la forma {Xx(s} + 7nX{s} }nen, €s denso en A. Sea r € (0,1), tal que
r # r,, paratodan € N. Sean 0 < k < [ < 1, ndtese que los a-niveles coinciden en los casos
enque 0 <a<k<l<lok<l<a<lesdecir, dy([x{a} +EX{1]ar [X1a} + IX10}]a) = 0.
En el caso restante, se tiene que dg([x{a} + EX{t}]as [X{a} + IX{1]a) = d(a,b), por lo que
doo(an, X{a} + 7X1p}) = d(a, b) para cualquier n € N.
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Corolario 4. Sea (X, d) un espacio métrico. (F(X),dw) es separable si y sélo X = {a}.

Teorema 17. [JaSa20] Si (X, d) es un espacio métrico completo, entonces (F(X), dw) €s
también un espacio métrico completo.

Sea (X, d) un espacio métrico, a continuacién se presenta la métrica d,, que convertirad
a F;(X), y por ende a F(X), en un espacio métrico. La mencionada métrica tiene como
finalidad heredar las propiedades de completitud y separabilidad del espacio original (X, d).

Definicién 22. Sean (X, d) un espacio métrico y p > 1. Entonces la funcién d,, : F,;(X) x
F(X) — [0,00) estd definida de la siguiente manera:

o= [ ma,%)pdaf

Para todo (u,v) € F;(X) x F;(X), se define la funciéon g(u,v) : (0,1} — R como
g(u,v)(a) = dy (U, Va)-

Proposicién 11. Sean (X, d) un espacio métrico y p > 1. Entonces d, es una métrica en

Fr(X).

Demostracion. Sean u,v € F;(X)y p > 1. Nétese que d, estd bien definida, pues la
funcion g(u,v), es una funcién medible, de donde g”(u, v) es una funcién medible también.
Ademds, por la definicién de F;(X), se tiene que d,(u,v) < oo,

i) No negatividad: Supongamos que d,(u,v) = 0, es decir que,

: ;
{/ dH(ua,va)pda} = 0.
0

1
/ A (Ug, Vo )Pda = 0.
0

Por las propiedades de la integral, se tiene que dg(uq, vs) = 0, para toda o € [0, 1]\ A, con
A C [0, 1] un conjunto de medida cero. Adviértase que [0, 1]\ A es denso en [0, 1], pues de
no ser asi, existiria x € (0,1) y e > 0 tal que, (xr —e,x+¢€) C A, pero m(z — €,z +€) = 2,
lo cual es una contradiccion.

Sea a € A, el hecho de que [0,1] \ A es denso en [0, 1], asegura la existencia de una
sucesion creciente {a,} C (0,1] \ Ay a;, — ap. En consecuencia,

Uy = ﬂuan Y Ugy = ﬂvan.

Por lo tanto, u = v, pues u,, = v,, para todo n € N. La otra implicacién es trivial.
ii) Simetria: como dy es una métrica, se tiene que dg(Ua,Va) = dg(va, us) v, por tanto,
dp (ta,va)? = di(va, ua)?-

Asi que:
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iii) Desigualdad del tridngulo: De las propiedades de la norma L? y del hecho de que dgy
es una métrica, se sigue que:

dp(u, w) = [/01 dH(Ua,wa)deé:|; < [/01 [dy (Ua, Vo) + di (Va, we)]P da : =
l9(u, v) + g(v, w)llp < [lg(u, V)l + llg(v, W), =

: ; :
{/ Ay (U, Vo )P } { Ay (e, wo )P doz] = d,(u,v) + dy(v, w).
0
[
1
Obsérvese que d,(u,v) = [fol dp (U, Vo )Pd ] fo (u,v)Pda|” = dyo(u,v) para
cada u,v € F(X) y que Xz} € (F(X),dp) C (]-"*(X),dp) para cada z € X.

Proposicién 12. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces (X, d) es isométrico al espacio
({X(e} 2 € X}, dy).

Demostracion. Sea f: {xy : v € X} = X, tal que f(x{s}) = . Considérese Xz} ¥ X1y}

en {x{z) : € X}. Obsérvese que dg([X{z}la: [X{y})a) = d(z,y), debido a que [x(z}]a = {2}
¥ [X{y}la = {y}, para toda a € [0,1], de donde:

1

i) = | [ (oo ol " Ji e i) = (o)

]

Obsérvese que, si (X,d) es un espacio métrico, entonces el Corolario 2 implica que
Fo (X) C Fy (X), siempre que 1 < p; < pa, lo que nos permite comparar las métricas d,,
y dp, en el espacio F (X), como se muestra en la Proposicién 13. Ademads, la contencién
Fr (X) € Fy (X) (con p; < pz) puede ser propia como lo indica el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11. Sean p,q € [1,00). Considérese a X = [1,00) con su métrica usual y la
funciones f(z) = wip vy x1. Entonces, tenemos lo siguiente:

A) La funcién f : [1,00) — [0,1] definida como f(z) = = pertenece a F;(X), para
cualquier ¢ < p, para lo cual basta verificar que la integral fol dy([fla, {1})%da es finita.

Obsérvese que:
1 1
flo={eeioo: Szal =14,
xP ar

du([fla, {0}) = méX{ sup d(z,{0}),d (0, [f]a)} - méx{%, 1} — i;

Por lo tanto,

z€[fla P
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Es claro que 0 ¢ X. Sin embargo, es mas facil calcular la siguiente integral:

1 q 1 q 1
| 1 d
/ (—) da = 1fm (—) do=1lm [ 5= L
0 \ar =0 /. \ar =0 J. ar DP—(

/Jﬂmmuwm;/@wumwm+/mﬁWﬂwm

Por otro lado:

0 0 0
De donde,
1
[ (81 11))0de < .
0
Lo que comprueba que la funcién f(z) = =& pertenece al conjunto F; (X).

B) La funcién f : [1,00) — [0,1] definida como f(x) = -5 no pertenece a F;(X), para lo
cual basta ver que la integral fol(dH([f}a, {1}))?dc no es finita. Como en el inciso anterior,
se tiene que:

o = Pq—i} v du([flo {0}) = . para toda a € (0,1].

[6% ar
Entonces,
1 1 p 1 1 p 1 d
/ <_1) da = lim (—1) do =1lim [ 2% = lim(In(1) — In(c)) = oc.
o \ar =0 Jc \ar 0 Je a0

Por otro lado,

| duf1ast0pPda < [ du((Flos (1}Pda+ [ du(1), (0} de.

0 0 0

De donde,
1
| du(flas (1)da = .
0
Es decir, la funcién f(x) = zip no pertenece al espacio métrico F;(X).

El ejemplo anterior hace sospechar sobre el comportamiento de los epsacios {7 (X) },>1
respecto a la contencién: Fy (X) C Fr (X), siempre que p; < po, lo que corrobora el
Corolario 2.

Proposicién 13. Sean (X, d) un espacio métrico y 1 < p; < pp < o0. Si u,v € Fj, (X),
entonces d,, (u,v) < d,,(u,v).
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Demostracion. Primero, obsérvese que g(u,v) € LP, para todo p > 1. Sean 1 < p; < ps <
00, para concluir la demostracion, sélo resta aplicar el Corolario 2 a la funcién g(u,v):

1 .
dxmmz[lcmmm%vwﬂ — g0, <

1 L
cMmezudm%%wm]:%mwx

P2

donde ¢ = [m([0, 1])] T , v sabiendo que m([0, 1]) = 1 se obtiene el resultado deseado. [

Corolario 5. Sean (X, d) un espacio métrico, u,v € F(X)y 1 < p; < ps < co. Entonces,
iy, (1,0) < d (1, v).

A continuacion, se presenta un ejemplo que atestigua que la desigualdad puede ser
esctricta, ain cuando X es compacto.

Ejemplo 12. Considérese X = [0, 1] con su métrica usual y las funciones identidad Idx
¥ Xq13- Si a € [0, 1], entonces:

a) [x(la = {1} e [Idx]o = [o, 1] para cada a € [0, 1].
b) du([xq1yla; [ldx]a) =1 —a.

Por lo tanto,
1 % 1 % . %
dp(xqay, Tdx) = U dH([X{l}]aa[fdx]a)pda] = U (1—oc)pda} = {—} .
0 0 p+1

Considérese la funcién f : (0,00) — R, definida de la siguiente manera:
1
1 \=
1o = (7).

—x (m—il)_Hi +1In(z+1) (%ﬂ)% (1+ 2z + 2?%)

fl(x) = 22(z + 1) -

cuya derivada es:

—a(e+1) (5)7 G+ 1) (F)7 @+ 1)
x%(x + 1)2 -

1
T

(z4+1) (;7)" [~z + (z + 1) In(z + 1)]
2?(x+1)2 '
Se tiene que f’(z) > 0, para toda = > 1, esto es f(z) es una funcién creciente en el
intervalo [1, 00). Por lo tanto,

dp(x(1y, Idx) < dr(xq1y,1dx), sip <.
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Figura 4.1: Representacion de ®

A continuacién, como ya se ha advertido, se investiga sobre las condiciones de separa-
bilidad y completitud de los espacios (F(X),d,) con p > 1.

Teorema 18. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, (F(X),d,) es separable si y sélo
si (X, d) lo es también.

Demostracion. Si (F(X),d,) es separable, entonces (X, d) es separable por la Proposicién
12.

Ahora supéngase que (X, d) es separable, para demostrar que (F(X),d,) es separable,
se construird en (F(X),d,) un conjunto denso numerable @, es decir, para cada conjunto
difuso v € F(X) y para todo € > 0 se debe encontrar ¢ € ®, tal que d,(u, p) < €.

Como (X, d) es separable, existe un conjunto denso numerable D en (X, d). Se define
el siguiente conjunto numerable:

D ={peF(X):|py| <o0,00C Dy p(X)CQ}.

La figura 4.1 es una representacién del conjunto ®, donde las lineas punteadas simbo-
lizan Dy QN [0, 1], respectivamente.

La prueba consiste en mostrar la densidad de ®. Sean u € F(X) y € > 0, entonces
up es compacto, por lo que existen py,po,...,pr € D, tales que ug C Ule S;, donde S; =
{zx e X :d(pi,x) < 5} para 1 < i < k. Se construye el conjunto difuso ¢ : X — [0, 1], de
la siguiente manera:

SUp,es, U(y), si z = p; para algin i =1,..., k.

¢(x) =

0, en otro caso.

Se define o; = ¢(p;). En particular, se sabe que existe j € {1,2,...,k} tal que o; = 1,
pues u pertenece a F(X). De ser necesario, se reordena a py,pa, ..., pg, de tal suerte que
O=ap<as < - <ap=1.
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€
Afirmacién 1: d.(u, ) < 5

Se fija a € (0, 1]. Entonces, existe iy € {1,2,...,k} tal que a;,—1 < a < a;,, por lo que
Ua;) © Ua Y Pa = Pa;y = {Pios Pig1s -+ > Pi}-

Sea x € u,, entonces u(zr) > a > «y,_1 y sabiendo que u, C ug, existe j € {1,2,...,k}
tal que x € §;. Ademas,

a; = ¢(p;) = sup u(y) > u(zr) > a;y—1.
yESj

Asi j > ig. Se concluye que para cada x € u,, se cumple lo siguiente:

d<$,¢a) - ;2(1;11 d(.T,y) S d(l‘,]%) S

. (4.1)

[NRINe

Por otro lado, para cualquier i > ig, tenemos @(p;) = sup,eg, u(y) = a; > @, > «
y sabiendo que u es semi-continua superiormente -pues u € F(X)-, existe g € S; N Uy,
en el cual la funcién alcanza su supremo, esto es u(xg) = a;, de donde se sigue que para
cualquier p; € ¢,, se tiene que:

. (4.2)

DO ™

d(p’w ua) = ZI/IElin d<p7n y) S d(plv l’o) S

La dltima desigualdad se debe a que 2 € S;. De (4.1) y (4.2

~—

, obtenemos lo siguiente:

doo(t,®) = sup dy(ta,Pa) = sup du(Ua, {Pig, Pig+1s- - Pk }) < E-
2€(0,1] a€(0,1] 2
Lo que concluye la prueba de la Afirmacion 1.

Nuevamente reordenamos oy < a7 < --- < g, con miras a obtener una sucesion
estrictamente creciente: 0 = ag < a3 < ag < --- < ay = 1 con | < k. Ademés, si existe
q <1 tal que ag € Q, elegimos 3, € Q, tal que max{a,_1,a, — (57)"} < By < ag, donde
M > 2%/ [Diam(ug) + €]. Si o, € Q, entonces se elige 3, = a,. Se construye ¢ : X — [0, 1],
de la siguiente manera:

By, st p(z) = ay.
p(x) =
0, en otro caso.

Obsérvese que ¢, al igual que ¢, pertenece a F(X), pero ademds ¢ € ®.

Afirmacién 2: d, (¢, ¢) < 5.
Sabemos que d(p;, p;) < Diam(ug) para todo 7,5 € {1,2,...,[}. Entonces,

e \p MP €P

/ai di(¢a, pa)lda < (o; — ;) [Diam(ug) + €]” < <_) -

M) 1-20 ]-2v

i

Por lo tanto,

dy(, ) = [ / 1 dea,soa)pda]; - [Z / dea,soa)Pda] <

i=1 7 Pi

3=
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e v #1r e
-0 <5 =5

Con lo que queda probada la Afirmacion 2.
Por tltimo, utilizando la desigualdad del tridngulo, la Afirmaciéon 1 y la Afirmacién 2,
tenemos:

dp(u, ) < dp(u, @) + dp(d, ) < dos(u, @) + dp(9, ) <,
con lo que se obtiene el resultado deseado. O

Sea (X, d) un espacio métrico, obsérvese que:
L. ({X{z} : ® € X},dp) es isométrico al espacio ({{z} : x € X},dp).
2.({xa: A e K(X)},d,) es isométrico al espacio (K(X),dp).
Por lo que, el inciso a) del Teorema 2 es un corolario del teorema anterior inmediato,
pues si (C(X),dy) es separable, entonces ({{z} : * € X},dp) es separable. Para la otra
implicacion, supéngase que (X, d) es separable, entonces (F(X),d,), es separable y por
tanto ({xa : A € K(X)},d,) lo es también.

Desafortunadamente no existen condiciones similares para la completitud de (F(X), d,),
como lo atestigua el siguiente ejemplo.

Ejemplo 13. Sea X = [0, 00) con la métrica usual d. Entonces (F(X), d,) no es completo,
para toda p > 1.

Demostracion. Sea p > 1. Se Construye por recursion la siguiente sucesién {u,},, para
toda n € N:

[0,1], si «a€ {0,%}
[u1]o =
(0}, s ac <%1}
On+1], si ac {0271—1“]
[Unt1]a =

. 1 1
[Un]au S1 o€ ﬁ, .

La Figura 4.2 es una representacion de los a-niveles. Esta construccion sera utilizada
con frecuencia en lo siguiente.

Obsérvese que cada u,, con n € N, es un elemento de F(X). Se mostrard que la
sucesion {uy }, es de Cauchy, y no convergente en (F(X),d,). Por construccién se tiene lo
siguiente:




1 1
2

=
=

Figura 4.2: Representaciéon de la sucesion {uy, }nen

c+2
c+1

C
a

Figura 4.3: Representacion del soporte de u

Entonces,

1 % 271% 1 % n+1
dp(un+17 un) = |:/ dH([unJrl]ou [Un]a>pd04:| = / lda + / ) 0da = 2(_T).
0 0 —

on+1

Lo anterior implica que {u,}, es una sucesién de Cauchy en (F(X),d,). Resta probar
que {u,}, no converge con respecto a d,. Sea u € F(X). Entonces, uy es compacto y
up C [0,00). Sea a = méx uy, témese ¢ € N, tal que ¢ > a, por lo que, para cadan > cy
a € [0, 55, se tiene la inclusion [0, ¢] C [u,]q (Figura 4.3).

Como ua C ug, se concluye que dg([tn)a, ta) > ¢ — a, para cadan > cy o € [0, ).
Asi que:

B =

dy(tp,u) > [/Oy(c— a)pdoz] =27 (c—a) >0,
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para cada n > c. Esto prueba que, si v € F(X), entonces {u,}, no converge a u, con
respecto a d,. Es decir, (F(X),d,), no es completo. ]

Aun falta responder a la cuestién reciproca. La construccion anterior, ademas de servir
como contra-ejemplo a la completitud de (F(X),d,), cuando se supone la completitud de
(X,d), provee un camino para obtener otros resultados.

41



Capitulo 5

Espacios .7:; (X): la completacion de
F(X)

En el capitulo anterior se mostré que no forzamente la completitud del espacio métrico
(X, d) implica la completitud de (F(X),d,), para una p > 1 fija. Sin embargo, el reciproco
quedd pendiente. Asimismo persisten las incognitas sobre las propidedades que conserva
(F(X),dy,) de (X,d,), exceptuando la propiedad de separabilidad, cuyo resultado fue es-
tablecido en el capituo anterior. Este capitulo da cuenta de las interrogantes mencionadas.

Més atin muestra que (F,(X),d,) es la completacién de (F(X), d,).

Lema 6. Sean (X,d) un espacio métrico y p > 1. Supdéngase que U es acotado en
(F(X),d,), entonces {[ulq : u € U} es acotado en (K(X),dy), para cada o € (0,1].

Demostracion. Sea p > 1. Supdéngase que no, esto es, existe ag € (0,1] tal que {[u]q, :

u € U} no es acotado en (K(X),dy). Es decir, existen una sucesién {u,} C Uy zp € X
1

1

aQ

tales que dg([tun]ag, {z0}) > n( >E para toda n € N. Por otro lado, para todo o €

(0,9) y cualquier n € N, se tiene que [up|a, C [tn]a. Por el Lema 1, se concluye que
1

it ([tn]as {o}) > 10 - (QAO)? Asi que:

1

/01 dp ([tn)a; {20 })Pdo = /an dir([tin]a, {z0})Pda +/a dit ([l {z0})Pdar >

0

1

/an n? (i) do + /a1 i ([tn)a, {zo})Pda > n? +/ st ([t e, {20 })Pda > P

aO 0 @0

De donde se sigue que U no es acotado en (F,;(X),d,), una contradiccién. O

Definiciones 1. Consideremos un espacio métrico (X,d) y A € X. Si fy {f.} son
funciones con dominio X y codominio real, se dice que:
1. La sucesién { f,} converge puntualmente a f en A, si

lim f,(z) = f(x), para toda x € A.
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2. La sucesion {f,} converge casi puntualmente ccp en A, siempre que f converja pun-
tualmente sobre A\ B, donde m(B) = 0.

3. La sucesién {f,,} converge uniformemente a f en A, siempre que para cada € > 0, existe
N € N tal que:

|fo(z) — f(x)] < € para cada @ € A y para toda n > N.

Teorema 19. [Rol0] [Desigualdad de Chebychev] Sea f una funcién medible no negativa
sobre X. Entonces para cualquier A > 0, se sigue que:

1
mfe e Xf@) 2 < 5 [ fae
X
Corolario 6. Sea {f,} una sucesién de funciones no negativas sobre X. Si

lim fndx =0,

n—oo X

entonces { f,} — 0 en medida sobre X.

Demostracion. Supongamos que lim [ f, dz = 0. Sean > 0, por la desigualdad de Cheby-
n—oo

chev, para cada n, se tiene que:

1
- dx.
m({wElenZn})Sn/an v
Asi,

1
0< lim m({zx € X|f, >n}) < - h'm/fndx:().

Por lo que lim m({x € X|f, > n}) = 0, para toda n > 0, es decir, {f,} — 0 en
n—o0
medida. O]

Lema 7. Sean u € F;(X), a € (0,1] y p > 1. Entonces dy([u]a, [u]g) — 0, cuando
b —a .

Demostracion. Es una consecuencia de que u es semicontinua superiormente. O]

Considérese un espacio métrico (X, d). Sean 1 < p < ooy u € F;(X). Si para cada
e > 0, existe d(u, €) > 0 tal que para toda 0 < h < ¢, se cumple que:

(/ (dulula, [u]a—h)pday <

decimos que u es p-continua en promedio por la izquierda. Dado U C F (X), se dice que U
es p-continua en promedio por la izquierda, si U # () y la desigualdad anterior se satisface
uniformemente para cada u € U.
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Lema 8. Seap >1.Siu € }";(X ), entonces u es p-continua en promedio por la izquierda.

Demostracion. Sean p > 1y xo € X. Dada € > 0, como u € F*(X) y usando la Continui-
dad Absoluta de la Integral de Lebesgue, sabemos que existe d1, tal que:

h e p
/ dy([u]a, {zo})Pda < <§> , siempre que 0 < hy < 6y,
0

es decir,

hy 5
(/ dp([u]a, {xo})pda) < %, siempre que 0 < hy < 6.
0

Por otro lado, como [u]» € K(X), se tiene que dy([u]r , {zo}) € R. Témese un nimero
2 2

M > 0 tal que dH([u]%,{xo}) < M.Sia>h yh<% entoncesa —h > 4. En

consecuencia, Uy C [u]n, ¥ Ua—p C [u]n . Usando el Lema 1, obtenemos lo siguiente:
2 2
dp([t)a; [ula-n) < du([ula; {x0}) + du([ula—n, {z0}) <
i (g {z0}) + dir([uly, {wo}) < 20

Por el Lema 7, dy ([u]a, [t]a—rn) — 0, si h — 0T. Por el Teorema de Convergencia Dominada
de Lebesgue, se tiene:

(/1 dp([u]a, [U]a—h)pda); — 0, cuando h — 0.

hy

De esta forma, existe hy > 0 tal que:

(/hll A ([u]a, [t an)? da); _

De esta manera, para toda h < hy = min{%, h,} se tiene lo siguiente:

([t ihapan)” <
</th dp ([u]a, [u]ah)pda); + (/hll dpr ([, [u]ah)pda)’l’ <

(/hhl i {xO})pda) | " (/hhl dg([u)a—n, {$0})pd04> % +

(/Ohl drr([u]a; {xo})f’day T </0h1 dr([u]os {xo})pda); +§ -

e+e+e
-+ -+ - =€
3 3 3

, cuando h < ho.

Wl m

<

Wl ™
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Corolario 7. Sean p > 1y U C F;(X) un conjunto finito. Entonces, U es p-continuo en
promedio por la izquierda.

Demostracion. Sea p > 1. Témese U = {uy, ug,...,u,} y € > 0. Por el Lema 8, existen
01,02, ...,0, tales que:
1
1 P
([ dunltilella-sraa)” <
h
sih < 0 para 1 < k < n. Para finalizar la demostracién, basta tomar § = min{dy, ds, ..., d,}.
]

Corolario 8. Sean p > 1y {u,} una sucesién de Cauchy en F;(X). Entonces, {u, : n €
N} es p-continuo en promedio por la izquierda.

Demostracion. Debido a que {u, }, es una sucesion de Cauchy en F¥(X), existe N € N, tal
que dy(tn, um) < 5, para cualesquiera n,m > N. Aplicando la desigualdad del tridngulo
y el Lema 7 para k > N, se tiene que:

(/hl A ([tk]on [uk]a)pda) : <
(/ ol sl g (/ ([ ux])do ) ' (/ il sl

<€+€+€_
=3T37T3~¢

Por otro lado, el Corolario 7 implica que existe oy > 0, tal que:

(/ (o [ma)pda); <e

para toda 1 < k < N. Por lo tanto, {u, : n € N} es p-continuo en promedio por la
izquierda. O

A continuacién se presenta una caracterizaciéon de la completitud de (F;(X),d,).

Teorema 20. Sean (X, d) un espacio métrico y p > 1. Entonces (X, d) es completo, si y
sélo si (F(X),d,) es completo.

Demostracion. Supéngase que (X, d) es completo. Sea {u, },en una sucesion de Cauchy
en (F;(X),d,). Para cada m,n € N, definamos gn, : (0,1] — R como g,.(a) =
Ay ([tn]as [m]a). Entonces, para todo nimero real € > 0 existe un nimero natural N,
tal que para cualesquiera n,m > N, se cumple que:

1 ;
dp(Un, Upy) = (/ g£7m(a)da) <e.
0
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Sea ¢ una biyeccién entre N y N x N. Debido a que {uy, }nen es de Cauchy con respecto a
d,, existe N; tal que:

1
/ [gd)(k)(a)]pda < €, para toda k > N;. (5.1)
0

En consecuencia, kh’m fol 9oky(a)dae = 0. Por el Corolario 6, se tiene que {ggk)fren — 0
—00

en medida en (0, 1], es decir,

ka m({a € (0,1] : gy (a) > A}) =0, para cada A > 0.
—00
Como ¢ : N — N x N es una biyeccidn, existe una sucesién creciente { N} C N, para la

cual: . .
m {oz € (0,1] : gnm(a) > %} < o para cualesquiera m,n > Ny.

Para cada k € N, se define el siguiente conjunto:

1
Ek = {O[ € (0, 1] : gNk,Nk+1<a) 2 ?}’

de donde m(Ey) < 5 y, por tanto Y.~ m(E}) < oo. Aplicando el Lema de Borel-Cantelli,
se tiene que para todo a € I = (0,1] \ A4, donde A tiene medida cero, existe K («) tal que
a ¢ E) para toda k > K(«), es decir,

1
INy Ny (@) < o para toda k > K(«a).

Por construccién, la sucesién {gn, n,., }», define una subsucesion {uy, }r de {u,},. Para
a € I, se construye la sucesion {[un, ]a tren. Por definicién, cada [u,, ], € K(X). Dicha
sucesion resulta de Cauchy con la métrica de Hausdorff (dg), pues para todo k > K(«)
se tiene que:

1
dH([unk]OU [unk+1]0<) = np,np (a) < @
La completud de K(X) garantiza que {[un, | }ren converge a K, € K(X) en (K(X),dn),

para toda a € I.
El siguiente diagrama ilustra dicha situacion.

u Kog Kaz KOék Ka
uy v [uN]al [uN]ag [UN]ak [UN]a
(5.2)
Uz - [UB]al - [U3]a2 o [UB]ak - [Us]a
Uy - [U2]a1 - [U2]a2 - [UQ]ak - [U2]a
Uy e [Ul]m o [Ul]ag .. [Ul]ak - [Ul]a
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. <7 ’ % 1
A continuacién se mostrard que {uy,, }x es convergente en (F;(X),d,). Con dicha mo-
tivacién, se construye el conjunto difuso, el cual queda definido por sus a-niveles:

U,BGIK57 sia=0.

Uy = K,, sioe I

ﬂ5<aK5, SiOéQ].

Se demostrard que u € F,;(X) y la convergencia de {u, }x a u, segtin d,. Para lo primero,
se verificara que u satisface las condiciones del Teorema 13. Obsérvese que la condicién ii)
de dicho Teorema se cumple por la definicién de u. En la demostracién de los incisos i) y
iii) se considerard unicamente el caso en que a, 8 € I, pues los otros casos se reducen a
éste.

Afirmacién 1: Si a, 5 € [0, 1] satisfacen que a < 3, entonces ug C uq.
Como ya se menciond, es suficiente comprobar el enunciado de la afirmacion cuando
a,p € 1. Sean [uy, |z — ug ¥ [Un,]a — Ua, entonces para cada N € N, se tiene lo siguiente:

dy(up, ta) < dp(ug, [un]s) + dy([un]g [tnla) + dp([tn]a; ),

donde d, es la seudométrica de Hausdorff expuesta en la Seccién 3.1, aplicada a K(X).
Sabiendo que [uy]o ¥ [un]p son los a-niveles de u,, se sigue que [u,]s C [us]s ¥, por tanto,
d,([unlg, [unla) = 0. De la desigualdad anterior y, usando el hecho de que tanto {[u,]qs}n
como {[un]s}n convergen a u, y ug, respectivamente. Se deduce que para toda € > 0, existe
n € N tal que:

dp(uﬁv Uy) < dp(“ﬁ? [un]g) + dp([un]av Ua) < €,

es decir, d,(ug, ua) = 0. Por las propiedades de d,, se sigue que ug C u,.

Afirmacién 2: Sea L : (0,1] — (K(X),dpy), definida por L(a) = u,. Entonces L es
continua por la izquierda en (0, 1].

Por el Teorema 11, el conjunto D;, C [0, 1] de puntos donde L es discontinua por la
izquierda es medible. Se mostrard que m(Dy) = 0. Supéngase lo contrario, i.e., m(Dy) >
0. Para cada n € N, se define f, : (0,1] — [0,00) cuya regla de correspondencia es
fala) = dg([un)a, ue). Entonces { f,}, converge puntualmente a 0 casi en todas partes en
el intervalo (0, 1]. El Teorema de Egoroff, aplicado al dominio Dy, garantiza la existencia
de un conjunto cerrado F' C Dy, tal que {f,}, converge uniformente en F' a la funcién
constante cero y m(Dyp \ F) < %. Por lo tanto, m(F) > 0. Se sigue que F' es un
conjunto acotado no numerable. Por lo que existe una sucesién creciente {ay}y en F' la
cual converge a o € F'. Témese € > 0, entonces existe N € N tal que si n > N, entonces
di([Un]as Ua) < § Y du([Un]ay, ta,) < § para toda k € N. Por lo que existe M € N, tal
que si k > M, entonces dy([un]a,, [un]a) < §. Si k> M, se tiene que:

€ € €
dH(uawua) < dH(uak7 [UN]O%) + dH([uN]aka [uN]a) + dH([UN]a; Ua) < g + g + g = €.
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Lo anterior muestra que {uq, }; converge a g, i.e., ug = (\yey Yay, -

Por otro lado, si {f,}, es una sucesién creciente en (0,1], la cual converge a «a. La
Afirmacién 1 implica que (), ey 48, = [ren Yar = Ua- Lo que significa que L es continua
por la izquierda en a € Dy, lo que es una contradiccién y, por lo tanto, m(Dp) = 0.

Sea B el conjunto de puntos en (0, 1] donde L es continua por la izquierda. Entonces
B C (0,1] y m(B) = 1. La densidad de B en (0, 1], la definicién de u y la Afirmacién 1
implican que B = (0, 1], i.e., L es continua por la izquierda en (0, 1].

[un

Afirmacion 3: lim [f; Ay ([tn]as [u]a)pdoé} -
n—oo

Sea ¢ > 0. Entonces, para toda 0 < h < 1 se tiene lo siguiente:

(/01 drr([un]a; [u]a)”dozyi < (/Oh A ([tin]a [u]a)pda); + </hl dpr([tn]a, [u]a)pda)’l’ _

Aplicando la desigualdad del triangulo, el primer sumando se puede acotar de la siguiente

o ( / RN [umpda)’l’ <

([ ot [“”]‘““)p); o (] i [u1a+h>p); # ([ o {u]ay’)’l’

Haciendo el cambio de variable 8 = o + h, se obtiene la expresién equivalente:

([ antisdon o)+ ([ antisdotitir) + ([t o) <

Ademés, si h < 3, se tiene que:
([ il [unmpda)’l’ ([ dnonlsludsraa)” + [ il o)
(/Oh Ay ([tn]a, [u]a)pda) < (5.3)

En consecuencia,
([ st ) "+ ([ duun)s [uwcza); + ([ auttas [u]ﬂ_mda)’l’ |

Ahora bien, como {u, : n € N} es p-continuo por la izquierda en promedio, existe un
h € (0,3) tal que para toda n € N se cumple lo siguiente:

RS

S
B =

3=

3=

, para toda n € N. (5.4)

(/ (dn(ualn [unwcw); <

B~
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Ademés, cuando n — oo, ocurre que dg([un]s—n, [un]g) = du([u]s—n, [u]g) casi en todas
partes, para (3 € [h, 1]. Aplicando el Lema de Fatou, se sigue que:

1
P

(/hldH([U]B—ha[U]B)pdﬂ)’l’Sh’ml’gf(/hldH([un]ﬁ_m[un}ﬂ)pdﬁ) << (5.5)

= m

Por otro lado, el conjunto C' = {[u1]n, [ualn, - - [tn]ns - - - wn, [u1]1, [ual1, oo [wnla, .o ur b
es acotado en K(X), pues la sucesién {u,}, es de Cauchy y, en particular, acotada, y
por el Lema 6, los conjuntos {[u,], : n € N} y {[u,]1 : n € N} son acotados en K(X).
Adicionalmente, para 8 € (h, 1), [un]1 C [un)s C [un]n v w1 C ug C up, entonces aplicando

el Lema 2 se tiene que, dy([unls, ug) < max{dg([un|n, w1), du([un]1, un)}, ast:

dy([un)g, ug)? < [Diam(C')JP para toda n € N.

Del Teorema de Convergencia Dominada, se sigue que:

(/hl dp ([un]s, [u]B)Pdﬁ); — 0, sin— oco.

Es decir, existe N(h,¢), tal que:

( /h 1 dir([un]s, [U]ﬁ)pdﬁ); < 7 cuando n > N(h,e). (5.6)

Las desigualdades 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6 implican que:

1
h P
([ dullonlostidoraa) " < %
0 4
Por lo tanto,

([ dnion [uwda)‘l’ < ([ dutiw [uwda)’l’ ([ dulon [u]ayda)’l’ e

para toda n > N(h,¢€). Lo que comprueba la Afirmacién 3.

Afirmacion 4: Sea xy € X, entonces

(/01 N {xo})pda); < .

Considérese € > 0, por la Afirmacion 3, existe N tal que para toda n > N, se cumple:

< /0 ([, [un]a)pda); <e

En particular, uy € F;(X) y, por lo tanto,
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3=

< /0 ' (funlo. {xo})pda> < .
Ast:

3=

(/01 dH([u]m{:co})pda)’l’ < (/01 (drr ([, [unla) + dir ([un]as {z0}))” da)> _

lg(u, un) + g(un, X))l < llg(u, un)llp + [lg(un, Xqaop)llp =

(/01 dp([u]a; [UN]a)de!); I (/01 dH([uN]a,{IO})pda); )

€+ </01 dp ([un]a; {%})”da)é < o0.

Lo que demuestra la Afirmacion 4.

Usando las Afirmaciones 2 y 4, asf como el Teorema 13, se concluye que u € F(X).
Ademas, la Afirmacién 3 implica que {u,}, converge a u con respecto a d,.

Para la otra implicacion, supéngase que (]:;(X ),d,) es completo. Por la Proposicién

12, se sabe que (X, d) es isométrico al espacio ({x.} : © € X},d,), por lo que sélo falta
verificar que es un encaje cerrado.
Sea {X{z,} Jnen una sucesion en ({x(;) : * € X},dp), la cual converge a u € F;(X).
Supondngase que existen yi, y2 € X tales que u(y;) = a3 > 0y u(y2) = ag > 0, donde
ap < Q.

Sea € > 0, existe NV € N, tal que para toda n > N, se cumple que:

/ﬁ 0t (Do (o) < €

Entonces, -y con ayuda del Lema 1- por un lado, se tiene que para toda n > N:

e>/01 dn({za ), [u )pda>/0a1 dH<{xn},[u]a)pda+£ dp({za}, {yn}Pdar

/O dr({za ), [ula)Pda+ (1 — ag)d(zm, 1) > (1 — an)d(zm, 31)? > 0.

Y por otro:

e>4mﬂmumwm;fﬁﬂm&mwm+/@ﬂmh@ﬁ@z

/Oal i ({ond [ula)da + (1 — an)d(@n o)’ > (1 — an)d(zn, ga)? > 0.
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Es decir:

N N\
don) < (1) v < ()

Sea n > N, entonces la desiguladad del tridngulo aplicada a d, implica que:

€ P
d(y1,y2) < d(y1, n) + d(y2, Tn) < 2 (1 ) :

y por tanto y, = yi, esto es u = Xqy,} € {X{z3]z € X}.
]

Al igual que el inciso i) del Teorema 2, el inciso ii) del mismo, es un colorario del
teorema predecesor. Nétese que existe un encaje cerrado de (K(X),dg) en (F,;(X),d,).
La demostracién es similar a la Afirmacion 2 del Teorema 18.

Corolario 9. [HuWul8] (F;(R"), d,) es un espacio métrico completo para cualquier p > 1.

El siguiente resultado y el Teorema 20 permitirdn concluir que (F;(X),d,) es la com-
pletacién de (F(X),d,) cuando (X, d) es un espacio métrico completo.

Proposicién 14. Sean (X, d) un espacio métrico y p > 1. Entonces (F(X),d,) es denso
en (F (X)), dp).

Demostracion. Dadou € F;(X), construimos u,, € F(X), para cadan € N, de la siguiente
manera:

para cada a € [0, 1]. Obsérvese que [uy,], = [u] 1 para cualquier a < Ly que [un]a C [un) 1,
para toda a > %

Sean € N, témese 5 € (0,1] y {#,} una sucesion creciente en (0, 1] que converge a f3.
Sip > %, se tiene que:

[un)s = us = () us, = ) [tnls,.-

meN meN

En caso de que < %, sucede que:

lunls = [ul1 = [un]s,,

1
n

Es decir, para toda 5 > 0, se tiene que:

[wals = () [nlsn

meN
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Ahora supéngase que {3,,} es un sucesién decreciente que converge a 0. Entonces existe
M € N, tal que si m > M, entonces (3, < % Asi:

[unlo = {z € X : un(z) > 0} = [u]% = [un)g,, = U [tn) -

meN

Entonces, aplicando el Teorema de Representacién para F(X) (Teorema 12), u,, € F(X),
para toda n € N.

Por otro lado, fol dp([t]a, {7})Pda < oo, para algin x € X, pues u € F,(X) y usando
la continuidad absoluta de la integral de Lebesgue, se sigue que para cada ¢ > 0, existe

0. > 0, tal que:
(/ FRON {x})pda); <e

Obsérvese que para cualquier n € N,se sigue que:

1
P

dp () = ( /O it ([tn)e [u]a)pda> <

( / i (talo [u]a>pda>i . ( [ dnttule, [u]ayda)é . ( / i da)é )
</0711 dp([u]1, {x})pd@); + (/Oi dr ({z}, [u]a)l’da>; <2 (/0’1‘ dpr([u] o, {x})pda> : '

Por la continuidad absoluta de la integral de Lebesgue, d,(u,,u) — 0 cuando n — oo.
Esto es, para cada u € F(X), se puede encontrar una sucesion {u,} C F(X), tal que
{un} converge a u, o dicho en otras palabras F(X) es denso en F(X). O

3=

Corolario 10. Sean (X, d) un espacio métrico y p > 1. Entonces (F;(X),d,) es separable
si y sélo si (X, d) es separable.

Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que el espacio (Y, d') es una completacién de
(X, d), si satisface las siguientes condiciones:
i) (Y,d') es un espacio métrico completo.
ii) Existe un conjunto denso Yj en (Y, d') tal que (X, d) y (Yp,d') son isométricos.

El ejemplo mas conocido es Q, el cual no es completo con la métrica usual, y su
completacién R, con la misma métrica.

Corolario 11. Sean (X, d) un espacio métrico completo y p > 1. Entonces (F,;(X),d,)
es la completacién de (F(X),d,).

El siguiente teorema proporciona una caracterizacién de la completitud en los espacios
métricos (F(X),d,).
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Teorema 21. Sean (X, d) un espacio métrico y p > 1. Entonces (X, d) es compacto, si y
sélo si (F(X),d,) es completo.

Demostracion. Sea p > 1. Primero supéngase que (X,d) es compacto, entonces (X, d)
es completo. Por el Teorema 20, (F,(X),d,) es completo. Obsérvese que cuando (X, d)
es compacto el soporte de u € F (X) es compacto, pues es un cerrado contenido de un
compacto. Es decir, cuando X es compacto, F(X) = F(X) y, por tanto, (F(X),d,) es
completo.

Para la otra implicacién, supéngase que (X,d) no es compacto, entonces existe un
subconjunto infinito {z,, : n € NU {0}} C X, el cual no posee puntos de acumulacion
en X. El conjunto {z, : n € NU {0}}, a su vez determina la sucesiéon {m,},, donde
M1 = d(zp, x,11) para todo n € N U {0}. Por recursién, se construye la sucesién de
conjuntos difusos en F(X):

o
L

|
(1]

1
{zo,. ., Ty, Tpi1}, Si € [O, ]
In+1

{x07x1}7 s a€
[ul]a -
o€

{0}, si

[Uni1]a =

1
un (e} Si (6% E ,1 .
[ ] (In—H }

Donde I = 2mf e I,.; = méx{2I,, 2("+1)pmﬁ+1}. Asi que 2(”+1)pm£+1 < I,41, es decir,

Tnn-ﬁ-l1 S 1 .
(In-&-l); ant

Obsérvese que u,, € F(X), para cualquier n € N y que la sucesién {I,,}, es una sucesién
creciente. A continuacién, se mostrara que la sucesion {u,}, es de Cauchy en (F(X),d,)
y no es convergente.

Por construccion, se tiene lo siguiente:

1
d(Tp, Tpi1) = Mpe1, si a € [0, ] )

A ([Uns1]as [unla) <

1
0, si € 1.
(In—H }

En consecuencia,

=

(i1, ) = { / (il [un]a>pda] _
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3=
RS

_1
In+1

1 1 1
1, I
[/ o d(xy, Tpi1)Pda + / Oda] < [/ o mh da] =
0 0
mP. v m 1
n+1 _ n+1
De lo anterior, se deduce que {uy, }, es una sucesion de Cauchy en (F(X), d,). Resta probar
que {u, }, no converge en F(X), con respecto a d,. Témese cualquier conjunto u € F(X)

y n € N. Como u es compacto, existe ng € NU {0} tal que x,, ¢ ug. Entonces para todo
n > ng, se cumple lo siguiente:

]n—l—l

Ay ([tn]a, te) = méx{ max d(a,ua),gééxd(b, [tnla)}

aE[Un]a «

= max{ H[lé)}( d(a, ua),gnéx d(b, [un)a)} > méax{ rr[léx d(a, uo),gnéx d(b, [un)a)}
ac|Un|a S ac|Un|o CUq

> max{d(zn,, o), Ibnéx d(b, [un]a)} = d(zp,, ue) > 0.
CUq

En consecuencia,

1 N 1 :
dp(u, u,) = {/ dH([un]a,ua)pda} > {/ d(xo,uo)pda] > d(zg,up) para n > ng.
0 0

Esto significa que, si u € F(X), entonces {u,} no converge a u, lo que concluye la demos-
tracion. O

Corolario 12. Sea p > 1 y (X,d) un espacio métrico. Supéngase que (F(X),d,) es
completo, entonces (X, d) también lo es.

Un espacio métrico (X, d) es llamado localmente compacto, si para todo x € X, existe
una vecindad U tal que su cerradura U es compacta.

Teorema 22. Si (F(X),d,) es localmente compacto, entonces (X, d) es compacto.

Demostracion. Supéngase que (X, d) no es compacto, entonces existe un subconjunto in-
finito {x,, : n € NU{0}} de X sin puntos de acumulacién. Como en el Teorema 21, con
el conjunto {z,, : n € NU{0}} se construye la sucesiéon {m,,}, donde m, 1 = d(x,, T, 1)
para todo n € N U {0}.

Sea X{z} la funcién caracteristica de xo. Debido a que F(X) es localmente compacto,
existe € > 0, tal que B(X{a0},€) = {u € F(X) : dp(u, X{xo}) < €} es una vecindad compacta
de X{az0}- Nuevamente usamos la construccion recursiva de la sucesion de conjuntos difusos
en (F(X),d,) descrita en el Teorema 21, modificando ligeramente los intervalos I,,:

1
{$0,$1}, si € |:0,—:| .
I
[ul]a =

1
{z0}, si o€ (—,11 :
I
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1
{zo, ..., xp, Tps1}, s € {O,I }

+1
[un+1]a -
. 1
(U] s si a€& ,1 .
[n+1
. , 2(ntDppmP
Donde I; = méx{2m}, £} e I,4; = mdx {2[m e

La prueba que de la sucesién {u,} es de Cauchy es andloga a la presentada en el
Teorema 21. Adicionalmente, si n € N, entonces se tiene lo siguiente:

{/CIdH(hxxdlaJunLdea}; <

/f B ] /;Ill ol oo g / ﬁldH({xo}a[un]a)pdar
/0 ol o] a)pda]i /0111 drr({xo}, [un)a)’da ;+...+ /0’1" dH({ZEO}?[Un]a)pda];
% + % + 2_63 +eeet 2—n <e,

es decir, u, € B(X{s},€) para toda n € N. Por lo tanto, la sucesién {u,} converge a
u € B(X{z},€) C F(X). Sin embargo, tal y como en el Teorema 21, {u,} converge a
u ¢ F(X), lo cual es una contradiccion. O

Corolario 13. Sean p > 1y (X,d) un espacio métrico. Supéngase que (F(X),d,) es
localmente compacto, entonces (F(X),d,) es completo.

El siguiente ejemplo muestra que la compacidad local de (X, d), no garantiza la com-
pacidad local de (F(X),d,).

Ejemplo 14. Se define E™ = {u € F(R") : u, es convexo, para « € [0, 1]}. Sea p € [0, 1].
Entonces, (E™,d,) no es localmente compacto.

Demostracion. Supéngase que (E™, d,) es localmente compacto. Entonces existe e > 0 tal
que B(xg,€) = {u € E™ : dy(u, x5) < €} es una vecindad compacta de x5, donde 0 € R".
A continuacién, se construye una sucesién de conjuntos difusos convexos, como sigue:

0,1], si a€ [0,—].

[wi]a =

{m,siae(%J}

%)
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1
[0,n+1], si 046[0, }
In—i—l

tnle, s ae( ! ,11.

[n+1

[unJrl]a =

Donde Iy = 1, I; = méx{2?, £} e I,;; = max {2In, (n + 1)p2n+0p, W} Obsérve-

se que cada u, es convexo para « € [0, 1]. Como en ejemplos anteriores, se tiene:

1
1, si ae |0,—].
|: ]n+1:|

d([tnt1]a; [unla) =

1
0, si ae S
<[n+1 }

Por lo que:
1 N i 1 v
dp(Upy1,Up) = [/ A ([tUnt1]as [un]a)pda} = / 1da—i—/ Oda| =
0 0 Tort
1 1 1 1
Ip = on+l n+1 < on+1’
In+1

lo que implica que la sucesién {uy, }nen es de Cauchy en (E™, d,). Obsérvese que I, > ”pj,np

es decir 11% < 5. Asi, para toda n € N, se tiene que:

’

n

Il/P

n

€
< —.
= on

Fijese m € N, segin la definicién de {u, }nen, se tiene:

dp (X0, Um) = [/01 drr([xoa: [um]a)pdar —

dis({0}, [unloPda| + /llldH({O},[um]a)pdoz T /O ™ A ({0}, [t dar

d LY T i L i

1

ST
=

IN

1

=1

({0, fuJo)da| + /0 " d ({0}, [ma)Pdar| +.. /0 " 4 ({0}, [uma)?da| =

RS
N‘,_\

3=

3=

=1

1
1

/OIm du ({0}, [0,m])pda] -

1
P

+.+

1

/0 " 4 ({0}, 0, 1)) da

Tl=

1

1

du ({0}, {0})%] +

=1
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m—1 m

oO+—+—7+...+—F—F—+ —F<
Ill /p [21 /p ]7171/f . ]71n/p
s — <
- - -— €
2 22 on—1 on ’

es decir, u, € B(xg,¢), para cualquier n € N. Como B(xg,€) es compacta, la sucesién
{tun}nen converge a u € B(xg, €) € E™. Se mostrard que {u,} converge a u, definida

11
Iny1’ In

n € wyu = [0,00), lo que implica que u € F;(R") \ E".Témese § > 0, entonces, existe
N € N; tal que:

mediante sus a-niveles de la siguiente forma, u, = [0,n], si o € ], para toda

=1
Z 5 <0
i=N
Sin > N, entonces:
e ) 1 : 00 1 .
o, u) = 3 [ 7 il ] >Pda] -3 [ [ (o, [o,nwa] <
i=n I;H i=n 11-:-1
> 1 > 1
Z(l - n)ﬁ < Z(l)]ﬁ-

Como I; > (i)P2%, se tiene que If/p < %, para toda i € N, de donde:

(3

o0

dyluu) 2 <D <Y
i=n i=n =N

Lo anterior prueba que {uy}nen converge a u € Fr(R")\ E". Es decir, (E",d,) no es
localmente compacto. El mismo ejemplo permite concluir, que en general la compacidad
local de (F(X),d,) no se sigue de la compacidad local de (X, d). O
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Capitulo 6

Extension de Zadeh

Este ultimo capitulo se dedica a la construccién de una funcién f entre los espacios
F(X) y F(Y) a partir de la funcién f : X — Y, tal y como se muestra en el siguiente
diagrama.

x—1 oy
|
}"(X)—f>.7-"(Y)

La funcién f : F(X) — F(Y) es nombrada la extensién de Zadeh de f y es definida
como sigue:

sup{u(z) 1z € f'(y)}, sif(y) #0.
0, si f~Hy) = 0.

El propédsito del presente capitulo es establecer la continuidad de f , a partir de la f, para
lo cual es menester, primero es constatar que la funcién f estd bien definida, esto es, que
f(u) efectivamente pertenece a F(Y), lo que se apoya fuertemente en la continuidad de f
y en algunos resultados conocidos acerca del comportamiento de las funciones continuas.

Con dicho fin se evoca la definicién de funcién continua entre dos espacios métricos.
Sea f: (X,d) — (Y,d') un funcién, se dice que f es continua en el punto x € X si para
cada € > 0, le corresponde un 6 > 0 tal que si d(a,z) < 6, entonces d'(f(a), f(x)) < e.
Equivalentemente, f es continua en el punto z € X siy sélo si para toda sucesion {z,} C
X, tal que x,, — z, implica que f(z,) — f(x).

Teorema 23. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f: X — Y una funcién conti-
nua, entonces f(X) es compacto. En particular, si v C X es un conjunto cerrado, entonces
f(v) CY también es cerrado, i.e., f es una funcién cerrada.

Para todo u € F(X) y y € Y, el supremo del conjunto no vacio {u(z) : x € f~!(y)}
siempre existe ya que u : X — [0,1] y [0, 1] es cerrado y acotado. Nétese que f(u) Y —
[0, 1], es decir, f (u) es un conjunto difuso en Y. Més atin, la extensiéon de Zadeh respeta
a-niveles, cuando f es continua:
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Proposicién 15. [JaSa20] Sea (X, d) un espacio métrico. Si f : X — Y es una funcién
continua, entonces:

[f(w)]a = flua], para cada u € F(X) y cada a € [0, 1].

Demostracion. Sea u € F(x). Primero se analizara el caso o > 0. Supéngase que yo €
flua], entonces existe zg € X tal que f(zo) = yo y u(zo) > a. Asl que f~ (o) # 0y
sup{u(z) 1z € f (o)} > @, esto es, f(u)(yo) > a y, por lo tanto, yo € [f(1)]a-

Para la otra contencion, supdéngase que yy € [f(u)]a ={yeY: f'(u)(y) > a}. Por lo
tanto, f(u)(yo) > a, esto quiere decir que sup{u(z) : z € f~1(yo)} = 8 > a. Por otro lado,
la continuidad de f implica que f~'(y) es un conjunto cerrado en X. M4s atin, debido
FHyo) Nug # 0, f~'(yo) Nug es un conjunto compacto. La semicontinuidad superior
de w garantiza que u alcanza el supremo en el compacto f~1(yo) N ug, es decir, existe
zo € f (yo) tal que u(xy) = B > a. En consecuencia, Ty € U y yo = f(x0) € fta).

En el caso a = 0, se tiene que:

Fwlo = U = U flan) = 1 (U ) Tl = fw)

a>0 a>0 a>0

La siguiente proposiciéon garantiza que la extensién de Zadeh esta bien definida.

Proposicién 16. Sea f una funcién continua entre los espacios métricos X y Y, si u €
F(X), entonces f(u) € F(Y).

Demostracion. Sea u € F(X). Veamos que f(u) € F(Y).

a) f (u) es semicontinua superiormente: por hipdtesis, uy es compacto. Ademés por
definicién, u, C ug para toda o > 0. Debido a que u, es cerrado, para toda a > 0, el
Teorema 23, afirma que f(u,) es cerrado en Y. Por ultimo, usando la Proposicién 15, se
tiene que [f(u)]a = f(ua), con lo cual se conluye que [f(u)]a es cerrado Y, para toda
a € (0,1].

b) Existe y € Y tal que f(u)(y) = 1: por hipdtesis, existe xy tal que u(zg) = 1. Sea
Yo = f(z0), por lo que:

Fu)(yo) = sup{u(z) 1w € F (yo)} = 1.

c) [f(u)]o es compacto: Por el Teorema 23, se tiene que f(ug) es compacto. La demos-
tracién termina con el uso de la Proposicion 15. O

Proposicion 17. Supéngase que f : X — Y es una funcién continua. Entonces f (xx) =
Xf(k), para cada K € K(X).

Demostracion. Sea K un compacto no vacio en X. La Proposicién 6 implica que [xg|o =
K, para todo «a € [0, 1]. Ademas, por la Proposicién 15, se tiene lo siguiente:

[f(xw)la = f([xKla) = f(K),
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para cada a € [0, 1]. Nuevamente, por la Proposicién 6, se tiene que [xs(x)la = f(K), para
cada a € [0, 1]. Esto es,

~

[f (xrla = FK) = [Xp0) o
En otras palabras, f (XK) ¥ Xf(k) tienen los mismos a-niveles y por la Proposicién 5, se
concluye que f(xk) = Xf(k)- O

A diferencia de d, y dp, la métrica de Skorokhod, donde se sabe que:

= [JaSa20] Si f : (X,p) — (Y,q) es una funcién continua, entonces la extensién de
Zadeh f: (F,ps) — (F(Y),¢s) €s continua,

= [JaSa20] f : (X,d) — (X,d) es una funcién continua, si y sélo si la extensién de
Zadeh f: F(X) — F(X) es continua con respecto a dj,

la continuidad de f no basta para asegurar la continuidad de f , se necesitan condiciones
adicionales sobre el dominio de f, lo que se muestra con el siguiente ejemplo, o mas pre-
cisamente un contra-ejemplo. Més atn, dicho conta-ejemplo también es aplicable cuando
se considera un espacio localmente compacto.

Ejemplo 15. Sean X = [0, 00) con la métrica usual d y p > 1. Considérese f: X — X,
definida por f(x) = z?. Entonces f : F(X) — F(X) no es continua respecto a d,. Sea
u = X{o}, entonces u, = {0}, para a € (0,1]. Para cada n € N, se define:

1, siz =0.
un(z) =4 =, si0<z<n.
0, sin <.
Entonces,
0,n], siae€l0, 5.
{un]a =
{0}, siae (.1
Por lo que:
n, siael0, =)
dri (Ug, [Un]a) =
0, siae (=5,1].
Ast:
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S =
hSA

_ (/01 dH(um[un]a)pdajL/l dH(ua,[un]a)Pda) _ (/0% npda) —

1 1
[np (—2)] = — para toda n € N.
nep n

Lo que muestra que {u,}, converge a u respecto a d,. Por otro lado, la Proposicién 15
implica que [f(u)]o = f(us) = {0}, para cada o € I. Ademas,

N

3=

Mwah:fwmazﬂa#Laae[miﬁ,

n2p

e =l = 0}, st e (]

n2
Por lo tanto,

n?, Siae[() 1},

) n2p

dir([f (w)]a, [f (wn)]a) =

0, siae(n%p,l}.

Entonces, para todo n € N se tiene lo siguiente:

Es decir, {f(u,)}n no converge a f(u) respecto a d,, por lo que la extensién de Zadeh
f:F(X)— F(X) no es continua. O

El espacio métrico [0, 00) con la métrica usual, es un espacio localmente compacto, por
lo que el ejemplo anterior muestra, también que si se supone a (X, d) localmente compacto
vf: X=X, f no sera necesariamente continua.

Dados dos espacios métricos X y Y consideramos los hiperespacios K(X) y K(Y) con
sus respectivas métricas de Hausdorff. Si f : X — Y es una funcién continua, se construye
la funcién f : K(X) — K(Y) de la siguiente manera f(A) = f(A), para todo A € K(X).
Por el Teorema 23, f estd bien definida.

Lema 9. Sean (X,d) un espacio métrico, {u,}, una sucesién de conjuntos difusos en
F(X)yp>1. 8Si{u,}, converge a u con respecto a d,, para algin u € F(X), entonces
{dy([tn)a, ta)}n converge a cero en medida.
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Demostracion. Sea € > 0. Se define g, : [0,1] — [0, 00) mediante g,(®) = du([tun)a;s Ua),
para cada a € [0, 1]. Considérese los siguientes conjuntos E,(6) = {a € [0, 1] : g,(a) > d},
para toda n € N. Sea 6 > 0 y témese (65)% > 0, debido a que {u,}, converge a u, respecto
de d,, existe N € N, tal que para toda n > N, se tiene que:

€76 > dy(up, u) = ( /0 1 dH([un]a,ua)pda> > ( / . m@); = (0Pm(En(9))7

de donde € > m(E,(0)). Es decir, lim,, .o m({z € (0,1] : go(a) > 6}) = 0. O

Teorema 24. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, p > 1y f: X — X una funcién
continua. Entonces f : F(X) — F(X) es continua con respecto a d,,.

P

3=

Demostracion. Considérese {u, } C F(X), una sucesion que converge a u € F(X) respecto
a d,. Se debe mostrar que {f(un)} converge a f(u) respecto a dy, para tal fin se fija € > 0,
a lo largo de la presente demostracion.

Debido a que (X, d) es compacto, el espacio métrico (K(X),dy) lo es también, por lo que
f:(K(X),dy) — (K(X),dg) es uniformemente continua. Por consiguiente, existe § > 0,
tal que si A, B € IC(X) satisfacen:

1

di(A, B) < 4, entonces du(f(A), f(B)) = du(F(A). J(B) < [5]".  (61)

Se define g, : [0,1] — [0,00), como en el lema anterior, por lo que {g,}, converge en
medida a 0, pues {u,} converge a u respecto a d,. Asi, existe N € N, tal que sin > N, se
tiene lo siguiente:

m({z € [0,1] : gulx) > 5}) < % (6.2)

donde K es el didmetro de X, lo que quiere decir que para cualesquiera A, B € K(X), se
tiene que dy(A, B) < K, en particular se tiene que dy(f([una), f(ua)) < K, para n € N.
Sea E, = {a €10,1] : g,(a) > 6} para cada n € N. Fijese ng > N, de acuerdo con 6.2, se
tiene que:

| dut (o). fu)Pda < [ Ko =m(B)E? < gk =5 (63)

Por otro lado, si a € [0,1] \ E,,, entonces dg([tn,]a, Ua) < 9, lo que implica por (6.1),
que dy(f([un,Jo). £ (0a))P < 5 , por tanto,

/ A (f (uale). Fre) P < & (6.4)
[0,1\En,

De (6.3) y (6.4) tenemos que, f[o 1 Ay (f([unla), f(u))Pda < €. Por tltimo, usando la
Proposicién 15, se tiene:

/[01] dit(If (o [f(@]a)Pda = [ du(f(funla), f(ua))der < e,

[0,1]

lo que quiere decir que {f(u,)} converge a f(u) respcto a d,, esto es f : F(X) — F(X)
es continua, segin d,. O]



El teorma anterior se puede generalizar de la sigiente forma: Si (X, d) un espacio métrico
compacto, p > 1y f: X — Y una funcién continua sobre. Entonces f : F(X) — F(Y)
es continua con respecto a d,. La prueba es la misma que la del teorema anterior.
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Capitulo 7

Conclusiones

Considérese un espacio métrico (X, d). Entonces, tal y como se explicita en Capitulo
Preliminares, se construye el espacio F(X), que con ayuda de la métrica d,,, se convertird
en el espacio métrico de conjuntos difusos cuyo dominio es X.

Las motivaciones originales para realizar el presente trabajo fue dar respuesta a las
siguentes preguntas sobre el espacio métrico (F(X),d,):

1. Sean (X, d) un espacio métrico. Si 1 < p < ¢, ;cudl es la relacién entre d, y d,?

2. Sean (X,d) un espacio métrico separable y p un nimero mayor o igual que 1. ;Es
(F(X),d,) separable?

(

)

3. Sean
(F(X

4. Estudiar propiedades dinamicas como transitividad, densidad de puntos periédicos,
sensibilidad a las condiciones iniciales, entre otras.

)
X, d) un espacio métrico completo y p un nimero mayor o igual que 1. jEs
,d,) completo?

Respecto al primer problema, el Corolario 5 muestra que la relacién que mantienen
la familia {d,},>1 es de monotonia. Més atn, el Ejemplo 12 exhibe un caso donde la
desigualdad es estricta.

El problema ntmero dos tiene su solucién en el Teorema 18, el cual afirma que
(F(X),d,) es separable si y sélo si (X,d) también lo es. Mientras que para la tercera
cuestion, el Ejemplo 13 provee una respuesta negativa y habra que conformarse con una
séla direccién: si (F(X),d,) es completo, entonces (X, d) es completo también. Partiendo
de un espacio métrico (X, d) completo, el rumbo de la investigacién se concentrd en la
completacién de (F(X),d,), la cual se denoté con el simbolo (F(X),d,) (Definicién 20).
La prueba de que efectivamente (F(X), d,) es la completacion de (F(X), d,) se conforma
de, primero cerciorarse de que efectivamente (F;(X),d,) es completo, lo que requirié el
uso de herramienta sofisticada, y particularmente la aplicacién en reiteradas ocasiones de
la caracterizacién de (F;(X),d,) (Teorema 13), resultados propios del andlisis, as{ como
las ideas, conceptos y demostraciones de H. Huang y C. Wu [HuWul8|.

Adicionalmente, cabe mencionar la fructifera construccion del Ejemplo 13, pues su
construccion sucité el Teorema 22 que manifiesta la compacidad y completitud de (X, d),
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a partir de la compacidad local de (F(X),d,), pero ;jqué sucede con la otra implicacién: se
puede establecer la compacidad local de (F(X),d,) a partir de la compacidad de (X, d)?,
un problema para trabajos posteriores. Por otro lado, el Teorema 21 afirma la equivalencia
entre la compacidad de (X, d) y la completitud de (F(X), d,), entonces surge naturalmente
la cuestién sobre qué se puede afirmar sobre la compacidad de (F(X),d,) a partir de la
compacidad de (X, d).

Un sistema dindmico discreto es una pareja (X, f), donde X es un espacio métrico
y f es una funcién continua de X en X. Sea X un espacio métrico compacto, cuya
métrica es d, el Teorema 24 muestra que se puede constuir una funciéon continua f :
F(X) = F(X), respecto a d,, para algin p > 1 llamada extensién de Zadeh, suponiendo
la existencia de una funcién continua f : X — X. Dicho resultado abre la posilibidad
de investigar las propiedades dindmicas que comparten los sistemas dindmicos (X, f) y
(F(X), f), suponiendo sus respectivas métricas, asi como la compacidad de X. El tema
por supuesto no se ha agotado y ain quedan varias interrogantes por resolver.
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