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Introducción 

Desde  el  descrubimiento de la moderna  teoria  cuantica en 1925 por Dirac, 
Schrodinger y Heisenberg,  se  acepta en general  que  las propiedades de átomos 
y moléculas  en  estado  estacionario pueden determinarse  teóricamente a par- 
tir de  las  eigenfunciones 11, del operador de Schrodinger H del sistema en 
question, 

r 

Muchos  de los métodos usados para resolver (0.1)  estan basados en el  princi- 
pio  variacional  el  cual  establece que las eigenfunciones 11, son extremales del 
funcional  de  energía E ( f )  = f * H f d %  sujeto a la condición lfI2dii = 1. 
De esto  se  deduce  que si el  conjunto de parámetros {cnm} de cierta función 
de prueba Gn(cnm) se  ajustan con el  criterio de mínima  energía,  entonces 
E($n) da  una  cota superior del eigenvalor E y si el criterio  de  Eckart (1930) 
es válido,  entonces  la desigualdad siguiente tiene lugar 

Uno  de los mtodos variacionales más apliamente usados para  átomos y moléculas 
pequeñas,  es  el  método  de Ritz el  cual  consiste en calcular la aproximación 
+, = Cm C , ~ ~ ~ ( J : )  a partir de un conjunto de funciones $m,  dado que, al 
menos en principio, si {4m} es un conjunto  completo  las  energías E($I,)  con- 
vergen al valor exacto E lo que  a su  vez garantiza el cálculo  de  la  verdadera 
función $I, 

El desarrollo  de la tecnología  cornputacional ha  permitido  hacer  cálculos 
a gran  escala  que  dan energías E, muy precisas y por  lo tanto funciones ll,n 
"precisas". Paradógicamente,  se  sabe que  funciones con una  excelente  en- 
ergía pueden dar valores muy pobres  de otras propiedades físicas.  Uno de los 
primeros en señalar  este  problema fue Lowdin (1960) quien  dio  una  sucesión 
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{$n> que  satisface (0 .3)  pero  cuyos  rnomentos dipolares  divergen. Ftecien- 
temente  Klahn y Morgan (1984) mostraron  analítica y numéricamente  que 
con una base  completa {dm) pueden  calcularse  funciones $ J ~  tipo Ritz cuyos 
momentos ($n,  rk$n)  divergen o convergen a un  falso límite  para k relati- 
vamente  pequeña.  Estos  problemas han motivado  una  extensa  investigación 
hasta  nuestros  días  sobre  criterios que indiquen ia confiabilidad o precisión 
de  una función $n dada. La mayoría  de  estos  criterios  estan  dedicados a la 
estimaci6n  del  error 

I(&. .i’Un) - (v. S$) / 

ya  que  una  función $n que  da valores precisos de ( L- ; S@) con la mayoría  de los 
operadores S, puede  considerarse  una  aproximación  precisa  de $. El objetivo 
principal  del  presente  trabajo es exponer  un  método  general  que  garantice  el 
cálculo  preciso de  las eigenfunciones v.. a travds  del  cálculo  correcto de todos 
los valores esperados (?b, S$). 

Los sistemas  que  trataremos son aquellos  asociados a la forma  diferencial 

donde pi es el operador de ímpetu de la j-GsiIna partícula  cuyo  vector  de 
posición es l‘j E R3, es el potencial  de  interacción  coulombiana entre N 
partículas y Li, es una función positi1-a y continua  en el espacio R3N. Esta 
forrna diferenckl I, incluye;  dentro de l a  aproximación  de  Born-Oppenheimer, 
sistemas  de int,erés físico como átomos y moli.culas, los cuales  pueden  esta.r 
dentro (le un campo  magnético t>stcrno. 

En el capítulo 1 exponernos los criterios  que.  en el marco  de  espacios  de 
Hilbert,  debe  satisfacer  una sucesión (L:.} para que la ecuación 



En el capítulo 2 estudiarnos el problema  de  un  sistema  confinado  en  una 
cavidad con paredes  impenetrables,  la  cual define en  el  espacio  configura- 
cional R3N una region R con frontera 80: a saber, el problema  dc  Ilirichlet 

Usando los criterios  del  capítulo 1 y las propiedades  matemáticas  del  operador 
H Q ,  mostramos  que los métodos  numéricos  ordinarios  para  resolver (0.5), 
como los métodos  variacionales;  de diferencias  finitas o elemento  finito,  dan 
aproximaciones $ J Q . ~  cuya precisión  en el límite n +. 00 ,  está  garantizada  por 
la validez de  la  ecuación  siguiente  para  operadores  hermitianos S, 

lim ( V R , n .  S $ n , n )  = ($Q, S4n). (0 .6 )  
n-3; 

En el capítulo 3 exponemos los resultados  que  garantizan la convergencia 
de los estados $0 de (0.5) a los correspondientes  estados  estacionarios $ del 
problema  libre (0.1) cuando  la region de  confinamiento fl se  expande a todo 
el  espacio (0 +. R3N).  La confiabilidad de  esta  aproximación  está  basada  en 
la validez de  la ecuación 

lim ($n:Se:n) = ($,S$), $O(Z) = O z 4 R, (0.7) 

para  cada  operador S para el cual el lado  derecho  existe.  Para  demostrar 
(0.7) con cada  operador S(k) = ( F ' l ( k l  . . . ~ F A T I ~ N  (k; 2 O),  usamos la noción 
de  acotamiento  uniforme  de  una sucesión {$n}. Combinando (0.6) y (0.7) 
obtenemos lo que  puede  llamarse un método  general  para  calcular  soluciones 
precisas de la ecuación  de  Schrodinger (0.1). 

n4R3.V 

En el capítulo 4 hacemos  un  estudio  comparativo  entre  la  aproximación 
por  sistemas  confinados con el método  de  Ritz  basado  en uso de funciones 
base  en L2(R3N) como  las  funciones  tipo  Slater y las  funciones  Gausianas. 
Uno  de los hechos que  dan  por  vdido la mayoría de los textos  de  mecánica 
cuántica, es que las eigenfunciones de  un  operador  arbitrario  pueden re- 
cuperarse a partir  de sus  representaciones  matriciales  finitas H, obtenidas 
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por  el  método  de Ritz, independientemente  de la degeneración  de los nive- 
les de  energía. En la sección  4.1 vemos que esto sólo es  válido para  ciertos 
operadores H y conjuntos  base { d m ) ,  siempre y cuando los estados  no sean 
degenerados,  mientras que la aproximación  por  sistema  confinados  garantiza 
el cálculo  correcto de  todos los estados  estacionarios de H independiente- 
mente del orden  de degeneración de los niveles de  energía.  Finalmente, el 
concepto de acotamiento uniforme  [empleado  para  demostrar (0.7) con cada 
S('),] es usado en la sección 4.2 para dar  una  caracterización matemática de 
las  sucesiones  variacionales que dan valores esperados  que  divergen o con- 
vergen a un falso límite lo que permite  mostrar el carácter  intrínsecamente 
divergente  de  tales  sucesiones. 

El presente trabajo expone los resultados  de los siguientes artículos  publi- 
cados  durante el  desarrollo del tema de tesis  doctoral  de  Septiembre  de  1992 
a Julio de  1995: 

11. A.  Nuñez, Phys.  Rev. A 47, 3620  (1993); 
51. A. Nuñez and G. Izquierdo B.,  Int. J. Quantum  Chem. 47, 405  (1993) 
M .  A. Nuñez, Int. J. Quantum  Chem. 50, 113 (1994) 
11. A. Nuñez, Int. J. Quantum  Chem. 51, 57 (1994) 
11. A .  Nuñez, Phys.  Rev A 51,  4331 (1995) 
11. A. Nuñez and C .  Izquierdo B., Int. J. Quantum  Chem. S28, 241  (1994) 
11. A. Nuñez, Int. J .  Quantum Chem. 53, 15 (1995) 
M .  A. Nuñez, Int. J. Quantum Chem. 53, 2'7 (1995) 
1'1. A .  Nuñez, Int. J. Quantum. (:'hem. 57, 1077 (1996) 

cuyas copias se anexan al final del t rabajo 



Capítulo 1 

Criterios para asegurar la confiabilidad de 

funciones  de onda aproximadas y sus densidades 

La confiabilidad de una solución aproximada $n a la ecuación  de  Schrodinger 
H$ = E$ está  determinada  básicamente por la precisión  de los valores es- 
perados (Gn, S$n) .  Esto ha  motivado el  cálculo de cotas  para  el  error 

W ) n  = ($n, S$n> - ($7 S$) (1.1) 

de  distintos valores esperados, un tema que  ha sido extensivamente  estudiado 
en el  pasado  [l-51.  De  acuerdo con los resultados  de  distintos autores,  para 
cada  operador S el error ( 1 . 1 )  satisface una desigualdad del tipo 

I w % l  I C ( S ,  $, +n){ll$)n - $ 1 1  + O(Il$n - $ l l ” } ,  (1.2) 

donde llGn - $ / I 2  = 2( 1 - (&, $)), siendo Gn y $ funciones  de onda  nor- 
malizadas y sus fases  propiamente  elegidas. Esta desigualdad establece la 

necesidad  de  que - $ 1 1  ”+ O cuando n -+ 00, una  condición  denominada 
el  criterio de convergencia L2. Lowdin [a] dio  una sucesión {&} que  satisface 
dicha condición  pero cuyos momentos  dipolares no satisfacen la ecuación 

lim (A> S@n> = ($, S$), (1.3) 
n-co 

de  lo  cual  se  sigue la insuficiencia  de la convergencia L2 para  garantizar 
el  cálculo  correcto de propiedades a  través del limite (1.2). Otros  criterios 

tales  como  la condición  de Cusp [6-91, cocientes  viriales [lo], el  criterio de 
correlación  electrónica [7-93 o la energía  local [ll], han sido  propuestos para 
asegurar la confiabilidad de funciones  aproximadas $n. Desafortunadamente, 
la  mayoría  de  estos  criterios 
los valores esperados  que se 

no tienen una relación directa del tipo  (1.2) con 

desean calcular, por lo que no hay una  garantía 
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de  que un valor esperado dado ( yni S$n) sea  preciso  cuando uno o varios de 
estos  criterios es satisfecho por I ) ~ .  

En  este capítulo  damos los criterios  básicos  que,  en  el  marco  de  espacios 
de  Hilbert,  debe  satisfacer  una sucesión (&} para  obtener valores esperados 
correctos.  Tales  criterios se  obtienen a partir de  resultados  matemáticos 
elementales los cuales han sido usados por otros a.utores  en el estudio de la 

validez de la Ec. (1.3) [2-4,8]. El la sección 1 . 1  establecemos  la su f icienciu 
de la convergencia L2 para  calcular valores esperados  correctos  por  medio  de 
un  límite iterndo y en las  secciones 1.3 y 1.4 damos  criterios  adicionales  para 
garantizar  la validez de (1.3). 

La densidad  monoelectrónica p(F) es una  de  las  funciones  básicas  que  da 
información  relevante  sobre  sistemas  atómicos y moleculares.  Partiendo  de 
la convergencia La, demostraremos  que el espacio de Banach L1 ( R3) es un 
marco apropiado para  estudiar  la  convergencia de densidades p,(i?) obtenidas 
de funciones  de  onda  aproximadas Esto incluye la demostración  de la 
siguiente  conjetura que  atribuimos a Weinhold [4]: las densidades p,(P) con- 

vergen más  rapidamente que sus correspondientes  funciones  de onda Gn. 
Varios  autores han señalado que para obtener una  descripción  precisa 

dc las propiedades  rnonoelectrónicas,  debe  estudiarse la convergencia, dc las 

densidades tanto en el espacio  de  posiciones corno en el de momentos [lZ- 
151. Veremos que los problemas de convergencia de funciones de  onda^ en 1.1 

espacio configurational I , ~ ( P N )  e1 espacio mornerltal L 2 ( P V )  son en cierta 

forrna equivalentes, lo que nos permite  extender In conjetura de Weinhold al 

espacio  momental. 
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1.1 Convergencia Lz de  funciones de onda 

Sea M (C R3N) un region del espacio de configuraciones R3N,  y sea 
x = ( T ~ ,  . . . , FN)) donde Fi es la posición de la  partícula  i-ésima,  Las fun- 
ciones de onda  correspondientes  a los estados  estacionarios  de un sistema de 
N particulas  pertenecen  al espacio del Hilbert L2(M)  cuyo  producto  interior 
(norma)  está dado por ( f , g ) M  = f'ydx ( I l f l l n / l  = (f, f)?). En  este espa- 

cio  tenemos  la siguiente noción de convergencia para sucesiones de funciones 
de  onda  aproximadas [convergencia L2( AV)]: decimos  que  una  sucesión { gn} 
converge a II, en la norma LZ(M) si satisface - + I I n / l  t O cuando n t OO. 
Para un operador A en Lz( M ) .  D( A) será el conjunto de  funciones II, en 
L z ( M )  para las  cuales A$ pertenece a L2(L14). El papel de la convergencia 
&(A[) en el  cálculo  de valores esperados y de transición con el  producto 
interior ())M, está dado por el 

Teorema 1.1. Sea S un operador simétrico en Lz(M) y supóngase  que $2) 
y pertencen a D ( S )  ( i  = 1: 2 y n 2 1). Si {+$)I converge a en la 
norma Lz (M) entonces 

donde  el  lado izquierdo es  el  llamado  límite iterado 

La prueba  de  este  teorema es inmediata  apartir  de  la  siguiente desigualdad 
que  obtenemos usando la  simetría de S y la desigualdad de  Schwarz, 

I(+?, S+A?)M - ( $ Y  s+(2))Afl L IlS~;)II.tfIIsZcIs)llM + Il~+:)IlMIIs$(')llM. 

(1.5) 
donde S+, = +, - II, El  Teorema 1 . 1  es analíticamente verdadero bajo las 
hipótesis  hechas y dado que para  calcular el valor esperado  de un observable S 
uno calcula funciones ZcI?) en I ) (  S), podemos  decir  que la convergencia Lz( M) 
es una condición suficiente para converger a (+(l), S $ ( 2 ) ) M  por medio del 
límite (1.4). 
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1.2 La sucesión de Lowdin 

Lowdin [a] dio una sucesión {u,} en Lz( -00,  m) que,  en  aparente  con- 
tradicción con el Teorema 1.1, converge  correctament,e  en la norma  mientras 
sus  momentos  dipolares no lo hacen. La  sucesión es la siguiente: el estado 
base  del  oscilador  harmónico $(x) = 7i-1/4 exp(-x2/2)  es  aproximado  por 
las  funciones 

donde E, "+ O cuando n -+ cc y {s.} es una sucesión arbitraria. Un cálculo 
directo  muestra  que 

- $ \ I 2  = (1 - exp(-x:/2)]c: + O(€:) --+ O cuando en t O 

para cada sucesión (x,}, mientras  que l a  sucesión  de  momentos  dipolares 

puede no converger o si lo hace su límite  puede  ser  cualquier  número  real. 
Para  aclarar  esta  aparente contaradicción con el Teorema 1.1, es  suficiente 
considerar  el caso en el cual la sucesión {xn} no es  acotada.  De  acuerdo  con 
(1.4), debemos  tomar los límites i f e rados  de la sucesión doble 

As í ,  el tkrmino conflictivo €:xn desaparece con e1 factor exp[-(x, - ~ , ) ~ / 4 ]  

y en  consequencia la, Ec. (1.4) tiene  lugar.  En  general, el tdrmino  poterl- 
cialrnentc conflictivo l16?,bn l / ~ } l S c ~  l ' . \ f  en (1.5) se anula  tomando primero (1) ( 2 )  

el límite r). 
illustra u11 
los límites 

t m lo que da lugar a l a  validez de (1.4). El ejemplo de Lowdin 
hecho  bien  conocido  en  análisis: no hay una relación  general entre 
simple e iterado de una succsi6u doble (S),,,, [16]. 

1 -1 



1.3 La condición  de acotamiento 

El Teorema 1.1 establece lo que podríamos  llamar el criterio  fundamental 
para  calcular los valores esperados exactos ($, , ! ! $ ) M ,  a saber,  la convergencia 
&(M). Sin  embargo, dado que en situaciones  reales  sólo  podemos  calcular 
un número  finito  de  elementos de matriz (qn, S$m) el límite (1.4)  no tiene 
valor práctico, por lo que  debemos  calcular valores esperados  por  medio  del 
procedimiento  de  límite simple 

En  esta sección y la siguiente  daremos  criterios  que, junto con la convergencia 
Lz( M), garantizan la validez de ( 1 .S). 

De  la desigualdad (1.5) obtenemos  inmediatamente el 

Teorema 1.2.  Si  en  adición  a las hipótesis del Teorema 1.1  al  menos  una 
sucesión { llS$f)l\j,,,} es  acotada,  entonces (1.6) tiene  lugar. 

La  acotación de  al menos una sucesión { l/S’$t)l/~} ( a  lo que nos referire- 
mos como  la condición de acotamiento) tiene lugar trivialmente  cuando la 

desigualdad 

l l s m  5 I I S l l . ~ ~ l l f l l M  

se cumple  para  cada f E L 2 ( M )  siendo IlSl12v una constante que sólo depende 
de S, en tal caso  se  dice  que S es un operador acotado [ 171. 

La  importacia de la condicicjn de acotamiento es  reforzada  por  el  hecho 
de  que  cotas  de  error  para valores esperados  aproximados,  han  sido  obtenidas 
por  varios autores  apartir  de  la hipótesis  de  que llS$?’llM permanece  acotada 
cuando $!I ”+ $ ( i )  [2-41. La forma  general que tienen  estas  cotas  de  error 
para  el  caso $(l) = $(2) está dada por la desigualdad 

I($n, S+n) - ($7 5 ~ ( l l ~ $ ~ ~ l l M ) . l l ~ $ ~ ~ l ~ M ,  
la cual  muestra  explícitamente la suficiencia de la condición  de acotamiento 
y la  convergencia &(M) para  obtener valores esperados  precisos. 
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1.4 Operadores relativamente  acotados 

, 

Otro criterio  para  garantizar  la validez de la Ec. (1.6) se  obtiene  en 
términos  de formas sesquilineales. Cada  operador S en L 2 ( M )  define una 
forma  sesquilineal dada por a( f: g)  = ( f ,  S g j ~  para f ,  g G D( S). En  el 
caso  particular  de un I-lamiltoniano autoadjunto  en LB(M) dado por H = 
T + V, donde T y V son los operadores  de  energía  cinética y potencial 
respectivamente,  tenemos  la  forma 

la cual define  el así llamado  funcional de energía E ( f )  = h ( f ,  f )  Supong- 
amos  que N es  acotado  por  abajo por Eo ( E ( f )  2 E ~ } l f l / ~ ) ,  Decirnos que 
un operador  simétrico S esla' relativamente acotado por H cuando  existen 
constantes  positivas a y b tales  que  la  desigualdad 

I (s . f - . f )~J  5 allfllb + b [ ~ ( f )  - EoIlfjl$] se cumple  para f E D(H).  
( 1 . 7 ~ )  

Ejerrlplos de  estos  operadores son los tkrminos  individuales  de H asi corno los 

operadores  acotados  en L z ( M )  para los cuales (1.7a) t,iene lugar con b = O. 

Existe un conjunto  de funciones f en L2(,kf)  para  las  cuales el funcional 
de energía E ( f )  est& bien  definido aun  si f no perknece a D(1r). A este 

conjunto se le llama el "dominio de h" y se denota  por D ( h ) .  Por ejemplo, 
si e l  gradiente  de f tiene un número finitto tie discontinuidades y H = T 
entonces f E U ( h )  mientras que f' D(H).  Est,o es importantct para 
asegurar: con la ayuda del Teorema 1.3 dado abajo, el cálculo correcto de 
propiedades  obtenidas con mktodos tales corno clemento  finito o diferencias 
finitas los cualcs  proporcionan  funciones de onda aproximadas  en D ( h )  que 
no pertcnecen a D (  H ) .  El Teorema 1.3 { tlemost,ratlo en el apéndice A )  (3s una 
ext,cnsii,n de u 1 1  resultado  dado por t3azley y Fox [3] p x a  el caso de f~lrlcior~cs 
wtriacionales I/.I~, que  puede  aplicarse a funciones obtenidas con rn&todos no 

variacionales. 



Teorema 1.3. Sea U un I-Iamiltoniano autoadjunto en L2(M) acotado por 
abajo por Eo y con función  propia ~ ( ~ 1 .  Sea h la forma  asociada a H y E ( . )  
el correspondiente  funcional de energía. S i  S es relativamente  acotado  por 
H y la sucesión {$:)I en ~ ( h )  satisface 

entonces la Ec. (1.6) tiene lugar. 

1.5 Los operadores S(k) 

(1.7b) 

Los Teoremas 1.2 y 1.3 dan los criterios  más  simples  para  estudiar la 
convergencia  de (lbn, S g n ) ~  para casi todo operador S. Ninguno de estos 
criterios puede considerarse más general que el otro.  Por  ejemplo, si $ es 
el estado  base del hydrógeno (.If = R3) no podemos usar la condición  de 
acotamiento  para  determinar l a  convergencia de ($n,r-2$n) ya que llr-2$ll 

no existe, en tal caso  usamos el acotamiento  relativo de r Y 2  por H ;  mientras 
que  para S = r9 sólo  podemos  usar el acotamiento de { Ilrg$nll) ya que r9 no 
satisface  (1.7a). 

Dado  que la convergencia  de una sucesión de valores esperados ($n, S ' ? J n ) ~  
a su límite  correcto no  garantiza la convergencia correcta de otros valores es- 
perados debemos, en  principio,  verificar  la  convergencia  de { (q!Jn, Sq!Jn}~}  con 
cada  operador S. Sólo en el  caso de operadores  relativamente  acotados  por 
el  Hamiltonian0  podemos  obtener un resultado  general. Por ejemplo, si {$n} 
es  una sucesión  variacional cuyas energías E($n)  convergen a la exacta E($) 
y la desigualdad  de Eckart - $ 1 1 1 ~  5 -/1[E($,) - E($)] [l], es  válida,  en- 
tonces  (1.7b)  tiene lugar y por tanto (qn, converge correctamente  para 
cada  operador S relativamente  acotado  por H (Teorema 1.3). E n  general 
podemos  decir  que el  cálculo  de valores esperados o de  transición  de  oper- 
adores relativamente  acotados por  el  hamiltoniano  en  question, no presenta 
dificultades  teóricas ya que (1. íb)  se cumple con las  funciones $n obtenidas 
con los principales  métodos  aproximados  para  calcular  funciones  de  onda. 

I 
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Existe una familia de valores esperados ($, S$)M cuyo  cálculo puede 
garantizar el cálculo  correcto de otros valores, a saber, los valores espera- 
dos de los operadores 

Dado  que  para  cada subregion acolada R de M podemos hallar un valor 
esperado (&., , S(')+,,) !M cuyo error 

es sensible a la imprecisión de l;jn en Q, podemos  decir  que si la sucesión {Qn} 
satisface 

(1.10) 

para cada  operador S('), entonces { u f i }  converge correctamente a Q y en 
consecuencia  podemos  esperar lo mismo con otros valores esperados. 

Una  medida del error  de &(f) en ll/I es su ajuste en varios puntos 2, 

I 

I 

y si l a  cantidad 

(1.11) 

se anula en el  límite n 3 m ,  puede considerarse  que gn converge  correc- 
tkrnente a $. U n a  sucesión {yn} con esta propiedad se llama uniforme- 

m e n t e  convergente. Esta noción de  convergencia  es  comunment,e  usada por 

físicos y químicos para  estudiar  la  convergencia  de  distintas  aproximaciones 
numkricas El  Teorema 24.2 de [l8] afirma  que si {lbn} es una  sucesión 
3N-dimensional,  entonces converge uniformemente a $ cuando  todas la 

derivadas  parciales de dln de orden menor o igual a 3 N / 2  convergen a aque- 
llas de ?b en l a  norma L2(A4) .  Esto garantiza  la convergencia  uniforme  de 
t l n a  sucesih variacional  unidimensional. Sin embargo, dado que los mktodos 
para calclllar funciones de onda  garantizan a lo más l a  convergencia L z ( M )  



de ~n y su gradiente  (lo que se conoce  como  la  convergencia en la  norma 
de la  energía),  la convergencia  uniforme puede fallar en problemas con 2 o 

más  grados  de  libertad.  Afortunadamente,  la  distancia - $ I I M ,  la cual 

no  depende  de  las  imprecisiones  puntuales de &, mide  el  grado  de  similari- 
dad entre ?,hn y $ en tal forma  que  podemos  asegurar el cálculo  correcto  de 
observables  con la ayuda  de los criterios  expuestos anteriormente 1191. 

1.6 Convergencia de densidades 

Una de  las  funciones importantes en la descripción teórica  de propiedades 
atómicas o moleculares, es la densidad  monoelectrónica ,o(?) dada por 

donde M’ es la proyección de M en el  espacio R3N-3 de  coordenadas F2, ..., FN. 
Como ha ocurrido con las  funciones  de  onda: diversos criterios han sido prop- 
uestos  para asegurar la confiabilidad de densidades numéricas. Por  ejemplo, 
Koga  et.  al. [20] calcularon una sucesión  variacional  de  funciones gn tipo 
Hylleraas,  las  cuales  conducen a densidades  algebraicas  simples y compactas 
cuya  convergencia fue verificada  usando la norma  de L~(0,oo). En  esta 
sección  usaremos la convergencia L2 para  mostrar  que  el  espacio de Banach 
L1(R3) (definido abajo)  es un marco apropiado  para  estudiar la convergencia 
de densidades obtenidas de  funciones  de  onda  numéricas.  Sin  pérdida de 
generalidad, consideraremos  el importante caso M = R3N. 

En términos  simples,  el  espacio  de  Banach L1(R3) es el conjunto de fun- 
ciones f ( F )  cuya  norma L1, dada por 

(1.12) 

es finita,  donde la integral  se toma  sobre R3. Como en el  caso  de  funciones 
de onda,  decimos que la sucesión {fn(?j) converge en la  norma L1 a f ( 5 ; )  si 
/ I f n  - fill ”+ O cuando n -+ OO. 
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Para propósitos prácticos,  introduciremos  la  notación  siguiente.  Consid- 

eremos la funcion de onda $(?; ? 2 :  . . . , ?N) en Lz( R3"). El producto  interior 
y la norma de espacio de Hilbert L2(R3N-3 ) en  las  variables F 2 ,  . . . , FN serán 
denotados por 

En esta  forma,  la densidad p(?) asociada  a ?.5 está dada por 

(1.13) 

y combinando  esta expresión con (1.12) obtenenos 

donde ( I , I i  denota  la  norma usual  de L2( R3*'). Por lo tanto, la densidad p(?) 

asociada a una función de onda L' en L2(R3"), pertenece  al  espacio L1(Il3). 
Este resultado puede reforzarse con el siguiente. 

Teorema 1.4. Sean ?,b y & funciones de onda en L2(R3") cuyas  densidades 
monoelectrónicas se denotan por p y pn respectivamente. Si (Gn} converge 
en la norma L 2  a @; entonces { p z }  converge en la norma L I  a p. 

lo cual  implica que 



Las Ecs.  (1.14),  (1.15b) J' (1 .15~)  conducen a la  desigualdad 

de la cual sc: sigue el resultado  deseado. 

Siguiendo  la  idea  de  la  demostración  anterior, el Teorema 1.4 puede ex- 
tenderse  como sigue: (í) Suponiendo  que la condición de  acotamiento  tiene 
lugar,  obtenemos  un  resultado  análogo al Teorema 1.2 en  t,érminos  de  den- 
sidades. ( i i )  Si las  primeras  derivadas ¿h.,/% convergen a la exacta  en  la 
norma L2,  entonces dp,/d? lo hace  en la norma L1. (iií) La ex tens ih  a 

densidades  de  orden  mayor que el primero. es inmediata. 

Usando  un  producto  escalar  entre  vectores  cuyas  componentes  son  espin- 
orbitales, Weinhold [4] aplicó el método de determinantes  para  obtener co- 
tas de  error  de  propiedades  monoelectrónicas  en  términos  de la integral  de 
traslape o, entre  densidades  aproximadas. Por medio  de  algunos  ejemplos, 
el mostró  que CT, está  más  cercano a 1 que  la  integral  de  traslape  entre  las 
correspondientes  funciones  de  onda, lo que  muestra  que el error \2( 1 - a,)]'/2 

de pn es menor  que el error - ?,,!I11 de Qn. un  resultado  que  fue  confirmado 
por  Bunge [21] y recientemente por Bunge y Esquive1 [22]. Estos resultados 
son una consecuencia  nat,ural  del  formalismo L1: de la Ec. (1.16) se  sigue 
que,  módulo  una  constante, el error IISpnI/l = llpn - ,0111 es menor  que  aquel 
de $,, o equivalentemente, la rapidez  de  la  convergencia  de pn es  mayor  que 
la de $,. Por tanto,  cuando ?,,!In converge correctamente a $ en  la  norma L2,  
podemos  obtener  densidades precisas  con un  trabajo  computacional  menor 
que  el  requerido  para  calcular la función  completa $. 

Un criterio  de  convergencia  más  práctico  se  obtiene  con el promedio 
esférico p ( r )  de p(F),  el cual  pertenece al  espacio de  Banach L1(O, m; r') 
deacuerdo con 
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Si y II, estan  normalizadas, las E a . (  1.16) y (1 .17 )  conducen  a 

10 cual  muestra que la rapidez de convergencia de p,(r) es  estrictamente 
menor que aquella  de pn ( I‘) y &. 

Una aplicación  de (1.18) es la siguiente.  Considere los factores  de dis- 
persión  asociados a p(r) y ,on( T): 

Si (&} converge  a 4 en la norma L2,  se sigue de (1.15) que 

lo que da  la convergencia unif’orrn e de I;kz(s) hacia Fz( s j. 

1.7 Convergencia en el espacio  momental 

El espacio  momental L2( P3aV) se obtiene  apartir del espacio Lz(R3N) apli- 
cando  a los elenlentos  de  este  último la transformación  de  Fourier  (denotada 
por F) de manera que 

Como se sabe [17]: la transformación de Fourier  es una isometría en L2(R3”) 
de manera que cada función en L2(P”) es la imagen bajo F de un Único 

elemento f en L 2 (  y para los cuales se satisface  la identidad  de Parseval, 



que la transformación  de  Fourier  preserva l a  norma y el producto  interior, 
los resultados  sobre la convergencia  de  funciones  en L2(P3") puede obten- 
erse  directamente  apartir de la convergencia de funciones en L2(RSN).  Por 

ejemplo, { F$,} converge en la norma L2( P3.' j si y sólo si { $,} lo hace 
en la  norma L2(R3N). Esto muestra  cierta equivalencia  ent,re el análisis  de 
convergencia  en L2(P3N) y el de posiciones. lo que puede reforzarse  con los 
resultados  de  convergencia  de  densidades dados abajo. 

La  densidad electrónica en el espacio  momer,tal p(p)  está dada en forma 
similar a la  de posiciones ,o(.), 

p(p) = lF?b(., F 2 : .  . . > r ' y ) / 2 d r 2 . .  . & N .  S 
Si usamos una  notación  similar a la de  sección 1.6, 

es inmediato  que los resultados  de  la  Sec. 1.6 tienen  una  formulación analóga 
en el  espacio  momental.  Por  ejemplo, si Fun converge a F$ en la  norma 
L2(P3N) entonces pn(p) converge a p(p) en la  norma L1(P3) (símil  de  Teorema 
1.4). Sin  embargo, estos  resultados pueden obtenerse  directamente  de  la 
convergencia  en L2(R3N), En efecto,  la identidad  de  Parseval da 

lo  que  muestra  directamente que p(p)  pertenece a L1(P3) y si $n converge  a 
$ en  la  norma Lz(R3N) entonces p,(p) lo hace en la  norma L1( P3).  

Una desigualdad en el espacio  momental  análoga a (1.16) y la identidad 
de Parseval conducen a 

lo que permite  generalizar la conjetura de Weinhold como  sigue: la conver- 
gencia de  las  densidades p,(F) y ,o,@) obtenidas  de &(Z) es al menos tan 
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rápida como la de esta  última.  Además,  esto  demuestra que la convergencia 
L2 de $n en LZ(R3N) permite  garantizar  automát,icamente la convergencia 
L1 de densidades  en los espacios  configuracionai y momental. 



Capít u10 2 

Sistemas confinados espacialmente 

En años  recientes los sistemas  cuánticos  espacialmente confinados han 
recibido  una  creciente  atención. Hay el.idencia  experimental de  que una 
parte  significativa  de  fenómenos físicos y químicos de  interés  ocurren en en- 
tornos  que pueden considerarse  como  cavidades [23-271. Por  ejemplo,  cuando 
una molécula  de  hidrógeno se localiza dentro de una matriz de neon bajo 
presiones altas, se comporta  como si estux-iera  confinada  dentro  de una  cavi- 
dad [24]. Además,  algunos  sistemas  electrónicos bajo confinamiento  han 
mostrado fenómenos  interesantes  como las transiciones  de  fase  est,ructurales 
observadas experimentalmente en hidrógeno y helio sólidos [25,26] así como 
las  transiciones  metal-aislante de hidrógeno sólido bajo presión muy alta 
[271. Esto  ha motivado el desarrollo  de  merodos para resolver la ecuación de 
Schrodinger  independiente  del  tiempo bajo condiciones.de  frontera de tipo 
Dirichlet,  tales  como  métodos variacionales i.381, simulaciones  de Monte  Carlo 
[29] o aproximaciones  tipo  Hartree-Fock 130;. Como  veremos en este  capítulo, 
métodos  numéricos  ordinarios  proporcionan funciones de  onda  aproximadas 
que  dan valores precisos  de casi todas las Yropiedades físicas  de un sistema 
espacialmente confinado. 

Los sistemas  cuánticos  confinados  que  trataremos son aquellos  cuyo  Hamil- 
toniano  está definido por la  forma  diferencial 

N 

L = c ( p j  - b j y  + VI(.) + VA3): x = (5.1,. . . , FN), (2.1) 
j=1 

donde pj = -iVj es  el  operador de momento de la  j-ésima  partícula con  co- 
ordenadas i ; j ,  bj es un vector  de  componentes b j k ( Z )  con  primeras  derivadas 
continuas ( k  = 1,2 ,3) ,  & es  el  potencial  de  interacción  coulombiana  entre 
N partículas y V, es una  función  continua y positiva en el  espacio  de  con- 
figuraciones R3N. En lo que resta del trabajo R será  una region en li!3N con 
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frontera dfZ, definida  por  las  coordenadas  de N partículas  limitadas a una 
cavidad con fronteras  impenetrables. 

2.1 Ecuación  de Schrodinegr para un sistema confinado 

La ecuación de Schrodinger  para un sistema  confinado  en  una  cavidad fl 
con paredes  impenetrables  está  dada  por 

donde HQ es e! IIamiltoniano  autoadjunto  en el espacio de  Hilbert L2(fl) 

definido  por la  forma  diferencial L y las condiciones de  frontera  tipo  Dirich- 
let y E(2) denota  al  i-ésimo nivel de energía  del  sistema.  En  esta sección 
daremos una. breve  descripción  de  las  propiedades  de Ha y su  forma  sesquilin- 
ea1 hn [, ) que son relevantes  para el análisis de convergencia  de los métodos 
aproximados  para resolver (2.2). 

El producto  interior y la  norma del  espacio L2(0) estan  dados por 

(f,s)fi = S, f W J :  S’ liflln = (f? M 2 .  

Un conjunto  de  funciones  importante  en el estudio  del  problerna  de  Dirichlet 
(2.2) es e! espacio de Sobolev W& (O)  el  cual  puede  definirse  en  términos 
simples  como el conjunto  de funciones f E L2(0;2) que  satisfacen  la  condición 
de frontera f(as1) = O y cuya  derivada o f / a x : ; j  con respecto a la  j-ésima co- 
ordenada  Cartesians  de l a  i-&ma  partícula  pertenece a L z ( 0 ) .  El  conjunto 
W;,, ( Q )  provisto del producto  interior 

(f,s)1,n = ( O f ,  Vds2 + ( i ? h  (2.3) 

y la norlna \ l . ] \ l , f i  = 112 es, en s í  mismo, un  espacio  de  Hilbert [31], donde 

(OS, Vg)n = C;,(af/aZzj, ag/aG,)n. 

En el aphdice  U se  demuestra que la forma h12, 
N 

h l > ( J , g )  = C ( ( P j  - b ) f ,  (P.7 - b,)s)iz + ((VI + W f l Y ) f i ,  
,=1 



lienc las  propiedades  siguientes: 

1. hn está  acotada en la norma I ( ,  /(1,n. por lo  que su dominio natural es 

= W,q,(R), 

2. hn es simétrica; es decir, h n ( . f : g )  = h n ( g , f ) * ,  

3. Existen  constantes I<, M > O ,  -( 2 O tales que la forma  sesquilineal 

define  en W&(Q) un producto  interior y la correspondiente  norma 

[ [ f l l b n  = ( f ,  f )wn  satisface 

En  otras  palabras,  la  forma hn - (‘ es Elíptica (o estrictamente coerciva) 

y acotada en Wi,(Q)  con la norma 1 1 .  II1,n. 

Las propiedades  relevantes de Hn son: 

1. HS2 es  el Único operador  autoadjunto en &(a) para el cual D(H0) c 
D( hn)  y la ecuación hn(u, u )  = (Hn u ,  u)n se  cumple  para  cada u E 
D(Hn) y v E D(hn) .  Claramente, Hn está  acotado  por  abajo, 

2. El resolvente & ( z )  = (Hn - 2)” es un operador COMPACTO y 

autoadjunto en &(O), donde z es cualquier  número  complejo  que no 

pertenece  al  espectro a( Hn) de Hn. 

3. E l  espectro a(Ha) consiste  enteramente de  niveles de  energía E:) ais- 
lados  con  orden de degeneración  finito. 

4. Sea Rln( C) la restricción de Rn( () en W&( O ) ,  entonces Rln( () es un 
operador  compacto y autoadjunto en el  espacio  de  Hilbert W & ( O )  
provisto  del  producto  interior {, )urn. Además,  dado  que D(Hn) c 
W&(Q), Rn(() y R l n ( ( )  tienen  el  mismo  espectro y funciones  propias. 
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Los eigenvalores de Ha pueden  caracterizarse con ayuda  del  principio 
mini-max  como  sigue [32]: Si A Q , ~ - I  = { y ~ , ~ , .  . . , y ~ , j - ~ }  es un  conjunto 
ortonormal  en D(hn)  y AA,j-l denota  su  complemento  ortogonal  en D ( h n ) ,  
entonces 

es el j-ésimo eigenvalor de H Q ,  contando  multiplicidades. 

( 2 . 6 ~ )  

Nota 2.1. Si E:) es  el  i-ésimo nivel de energiu del  sistema  confinado  de 
manera  que E!) < E:) < . . ., entonces  cuando E(;)  tiene  degeneración  de 
orden m; hay un  conjunto {&'} de eigenvalores dados  por  el  principio  mini- 
max tales que 

2.2 Métodos  para resolver el problema de Dirichlet 

Existen diversos métodos  numéricos  para resolver (2.2), los cuales  pueden 
clasificarse  como  métodos  de proyeccicin (que incluyen  al método  de Ritz) [03- 
3.51, métodos  de  diferencias  finitas i35.361 y &todos de elemcnto  finito  (estos 
d t imos  pueden verse  como  un caso especial  del nlCt.odo de R,it,z) [36,38]. 
La caract,erística,  comun  de  estor métodos es que proporcionan aproxirrla- 
ciones  nurnéricas  del  problema de Uirichlet (2 .2 j  que convergen correcta- 
~ncmte a las  soluciones  exact.as. un resultado que es consecuencia  directa de 
las propiedades  de H n  y h n .  En esta  seccicin discutiremos  principalmente el 
&todo  de  Ritz e1 cual es Ia base de l a  mayoría  de los cálculos de  esttructura 

at6mica y molecular. 

.I~e'todo de K i t z  en  &(O). Sea { o ~ ~ ~ ~ } ~ ; ' = ,  una base ortonormd  de L z ( O )  para 

¡a, cual &SZm E bfL,1(i2) ,  7-1, el espacio dc  dirncmsi611 71 gcnerado  por (@c2m}:n=l  

y P ~ ~ r L  l a  proyección ortogonal sobrct 3-1,. 



I 

De ac,uerdo con el  método de Ritz, el cálculo de eigenvalores y eigeniun- 
ciones del resolvente & ( z )  se reemplaza  por el cálculo  de  aquellos  correspon- 
dientes a la  matriz finn = P Q ~ R Q P Q ~ ~  de n x n. Si (&) - 2)” y (&A -. z)” 

son los eigenvalores de RQ( z )  Rnn(z) ,  respectivamente, dados por  el  prin- 
cipio  mini-max,  la compacidad de & ( z )  garantiza la convergencia correcta 
de  estos eigenvalores [33, p. 2501. E n  particular, si el  nivel de energía E!) 
tiene degeneración m;, entonces  hay un conjunto { p n n }  (j) que converge a E!): 

para j = IC; + 1:. . . ,IC; + m; y X-; = m1 + . . . + mi-1 [Ec.  (2.6a)l 
Consideremos  ahora las proyecciones  ortogonales Qg’ y QiL sobre los 

eigenespacios E(;) y {&,!}, respectivamente.  Xuevamente, la compacidad  de 
Rn(z) garantiza  la validez de los siguientes  resultados [33, pp.  280-2811: 

(1)  Si Il.llon denota  la norma  de  operadores en L2(sZ), entonces 

(2) Sean $$) y $:A eigenfunciones  asociadas  a &I(= E:)) y &A, respec- 
tivamente,  entonces 

Nota 2.2 .  Si  el  nivel de energía E!’ no es  degenerado,  hay un  Único eigenvalor 
pnn ( j )  que converje a E, (4 , y si las  correspondientes  eigenfunciones ( 4  y Gn,, ( 4  

tienen  la misma fase, la Ec. (2.9) se reduce  a 
1 
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espacio  propio  asociado a E:) que de la convergencia  a un elemento  particular 
de  dicho  espacio lo que puede precisarse con la ayuda  de  las  proyecciones 
ortogonales  como  lo  establece la  Ec. (2.9): Esta ecuación  muestra  que  cuando 
n "+ 00 la función $iL se  aproxima en la  norma &(O) a algun elemento del 
eigenespacio de E!), aun cuando la sucesión {+nn}n>l ( 4  - no  converja. 

Es fácil ver que la  matriz inversa  de Ron(() es Pn( Ha - S)Pn cuyos  ele- 
mentos de matriz pueden  calcularse  computacionalmente  de  manera  que  el 
eigenvalor pgi  y la correspondiente  eigenfunción 

n 

(2.10) 
m=l 

se calculan  resolviendo  numéricamente la ecuación  matricial 

lo que, en principio,  puede  hacerse con programas  de  computadora  disponibles 

en la actualidad. 

Nota 2.3. Dado  que  para resolver la  Ec. (2.11) basta con caIcular los ele- 
mentos  de  matriz hn( & k ,  & l ) ,  podemos usar funciones  base  cuyo gradiente 
V & k  tiene un número  finito de discont,inuidades en s 2 ,  lo que  ofrece un am- 
plio conjunto de posibilidades para  construir  conjuntos  base  apropiados que 

permitan,  entre  otras  cosas,  explotar  las  simetrías  de la region Q .  

Método d e  Ritz en Wi,l(R). Dado que el  operador Rln(<) es compacto y 

autoadjunto en  el espacio de Hilbert I+',,,( R )  provisto del producto  interior 
(2.4), podemos aplicar el mktodo de Ritz en este  espacio como  se hace en 
L2(!2) con la únic,a diferencia de usar (,)urn en lugar del producto  interior  de 
L2(i2). Este procedimiento  tiene la ventaja siguiente:  Como  la  norma 11, IIWQ 

incluye al gradienk, la  convergencia al gradiente  del  espacio propio de E, ( i )  

t,ierlc  lugar aun cuando  dicho eigenvalor sea degenerado. 



Los métodos d e  Elem.ento  Finito y Dijirencias  Finitas. La convergencia 
correcta  de  estos  métodos  está  garantizada,  como en el  caso del método 
de Ritz, por  las propiedades de hn y HQ, lo que ofrece  alternativas confi- 
ables  para  obtener  soluciones  precisas del problema  de  Dirichlet. Un análisis 
matemático  detallado  sobre  la convergencia de tales  métodos puede hallarse 
en [35-371. 

2.3 Cálculo de propiedades de sistemas confinados 

Supongamos  que los primeros niveles de  energía El) no son degenerados 
de manera  que y$:) está definida  en forma  única  excepto por una fase. En 
tal caso los métodos  ordinarios para resolver (2.2) proveen aproximaciones 
numéricas  que convergen a su límite  correcto de acuerdo con 

(2.12) 

donde E:: = En($;:). A partir de (2.12) el cálculo  de valores esperados y 

de transición es un problema  trivial  para  casi  todo  operador S: En el caso 
de  que S = S ( ? )  sea  una función acotada en 0, como los operadores S ( k )  
[Ec. (1.8)], tenemos la condición de  acotamiento  (Teorema  1.2)  mientras  que 
los operadores de  intereés  físico S no acotados en L,( f l ) ,  forman parte del 
Hamiltonian0 Hn por lo que son relativamente  acotados  por  este  (Teorema 
1.3). Esto puede resumirse con el teorema  siguiente. 

Teorema 2.1: Si ?+!$A y su correspondiente  energía E:; satisfa~cen (2.12), 
entonces  la  ecuación 

(2.13) 

se cumple  cuando (1)  S = S(?) es una  función acotada  sobre 0, lo que  in- 
cluye a cada operador S(')), o (2) S es relativamente  acotado  por Hn. Además, 
limn".oo / I P ~ $ # ;  --pj$~g)Iln = O. Este último  resultado se sigue de la coercivi- 
dad de hn (2.5) y de (2.12). 
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Notu 2.4. Existe  una  amplia  clase de regiones acotadas R con frontera  "mala" 
Ú'O, llamadas  dominios  minimalmente suaves o dominios  con frontera Lips- 
chitz, donde las propiedades  de Hn y hn mencionadas  anteriormente siguen 
siendo  válidas [31]. Por tanto, las propiedades de  sistemas confinados en una 
amplia  clase de cavidades de interés  físico, pueden calcularse  con  precisión 
haciendo uso de métodos  numéricos  ordinarios. 



Capítulo 3 

Sistemas  cuánticos libres 

lino de los problemas básicos de la  teoría cuAnI,ic:a  es la  descripción de sis- 

temas  atómicos y moleculares no confinados  espacialmente  (que  llamaremos 
libres), para lo cual se  han desarrollado prograrr1;r.s de computadora  basados 
en  aproximaciones  tipo  Hartree-Fock o métodos  variacionales  como inter- 
acción de configuraciones.  También se han propu(:sI,o nuevas aproximaciones 
teóricas  como los métodos del resolvente [39]. Err este  capítulo  exponemos 
una metodología  general  para  calcular los estados  ostacionarios de sistemas 
libres,  basada en el cálculo de estados  estacionarios t i e  sistemas  espacialmente 
confinados. 

Los sistemas  que  trataremos son aquellos  cuyo harniltoniano  está definido 
por la  forma  diferencial L (2.1), de manera quc: la  ecuación  para  estados 
estacionarios  está  dada  por 

donde H es el operador  autoadjunto definido en l,Z(R3N) por L. De  aquí en 
adelante  supondremos  que la parte  inferior del espcctro a ( H )  de H consiste 
de  eigenvalores  aislados con multiplicidad  finita, los cuales  corresponden  a 
niveles  de energía en los cuales  el  sistema  está en 1 1 r 1  estado  estacionario q5(i). 

3.1 Aproximación a estados  estacionarios por sistemas confinados 

Intuitivamente, si el sistema  libre  descrito por (3,l)  está en cualquiera de 
sus estados  estacionarios  y  repentinamente lo colocamos en el  centro de una 
esfera  cuyas  dimensiones son mucho  mayores que 1a.H del sistema,  entoces  las 
propiedades del nuevo sistema  confinado son eser~(:iitl~nente iguales a  las del 
original. Este hecho  constituye  la  base  física de los resultados dados abajo. 
El producto  interior  (norma) de J ~ , ( R ~ ~ )  será dcrmt,ado por (, ) ( 1 1 . 1 1 ) .  
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Las propiedades de los términos de la forma  diferencial L (2.1) implican 
que existe un Único operador autoadjunto y acotado  por  abajo H en Lz(R3N) 
dado  por H f = L f para f E D(H),  donde las  derivadas se  entienden en el 
sentido de dist,ribuciones.  La  forma h asociada a H está  dada  por 

Partiendo de la hipótesis  que la  parte inferior  del espectro o ( H )  de H 
consiste de niveles de  energia E(;) correspondientes  a  estados estacionarios 
tenemos  que E(1) < E(2) < . . . < a donde (Y denota  el ínfimo  del espectro 
esencial (o continuo)  de N. El principio mini-max  proporciona la siguiente 
caracterización  de los eigenvalores de N: Si Aj-1 = {VI, . . . , pj-1) es un 
conjunto  ortonormal de D ( h )  y  denota su complemento ortogonal en 
U l h )  entonces 

es  el j-ésimo eigenvalor de W ,  contando multiplicidades [32]. Si el nivel de 
energía E(;) tiene degeneración de orden mi, entonces  hay un conjunto { p ( j ) }  

de  eigenvalores  de H tales que 

Si cada elemento f(2) de L2( Q )  se define como 

1,2( 0) puede verse  como un subespacio  de L2( R3!’) y no es  difícil ver que 
esta  extensión de los elementos del espacio de Sobolev W & ( O )  (el dominio 
de la forma he)  pertenece a l  dominio  de la  forma h ,  lo que permite  dar una 

conexión  precisa  entre los estados propios de Ha con aquellos de H como 
establecen los siguentes t,corerrtas demostrados en el  apéndice c. En lo que 
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sigue usa.remos la  notación  siguiente: el símbolo R --+ R3”” significa  que $2 
crece  de  tal  manera que  tiende a cubrir  cualquier  punto  de 

Teorema 3.1. Sean Hn y H los operadores de las Ecs. (2 .2)  y (3.1), respec- 
tivamente, y sean y p ( j )  los correspondientes eigenvalores dados por el 
principio  mini-ma>;  [Ecs. (2.6),  (3.3), (3.4)].  Entonces 

Y 
lim pn (’I = p ( j )  para  cada p(j)  < cy. 

n+R3N (3.7) 

Este  teorema  muestra que cada eigenvalor de Hn converge  por arriba a 
su correspondiente eigenvalor de H conforme Q -+ R3”” independientemente 

de  la  degeneración  de los niveles  de  energía  de Hn y N asi  como de la forma 

de la region de confinamiento 0, lo que  constituye  una  expresión  formal 
del hecho físico mencionado  al principio.  De  acuerdo con (3.4) y (3.7) si E(2) 
tiene degeneración m;, entonces los eigenvalores pn ( j )  con j = k; + 1, ..., IC; +m; 
convergen a él. El siguiente  teorema  establece  la  convergencia  de los espacios 
propios de Hn y H asociados a E(;)  y { p ~ ) } ~ ; ~ ~ ; l .  

Teorema 3.2. Sea E(;)(< a) un nivel de  energía  de H con degeneración 
m; y sea { p $ ’ ) , ” ~ ~ ~ ,  el conjunt,o  de eigenvalores de Hn que converge a E(*). 
Sea Qg) la proyección  ortogonal  sobre el espacio de eigenfunciones  asociadas 
al conjunto {pk’} y sea Q ( i )  la proyección sobre el  eigenespacio  de E(i) .  
Entonces los siguientes  enunciados son verdaderos: 

(1 )  Si I[ .I10 denota  la norma de  operadores en Lz(R3””), entonces 

En  particular  las dimensiones  de los rangos de Q i )  y Q(i)  son iguales 
para fl suficientemente  grande  (dim Q;’ 5 dim Q(i ) ) .  
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Nota 3.1. Una consecuencia de estos teoremas  es la siguiente: Si los primeros 
niveles de energía E(2) son no degenerados entonces los de I$* también  lo 
son a  partir de una region SZO grande. La convergencia  de la proyección 
asociada al conjunto {&') que tiende  a E(z), no implica  que la  proyección 
correspondiente a cada valor propio &) of lln converja en algún sentido. El 
línico  requisito  matemático que se le pide a R es  que  tenga  frontera Lipschitz, 
lo que  incluye a toda region físicamente  aceptable (Nota 2.4). 

La  prueba de los Teoremas 3.1 y 3.2 es t i  basada en la  teoría de pertur- 
baciones asintóticas  desarrollada por Kat0 [40]. Tal  prueba fue dada  para  el 
caso  unidimensional en Ref. [41j J. para  el  caso  general quc exponemos  aquí 
puede hallarse en las  Refs. [42,43]. 

3.3 Acotamiento uniforme y cálculo de propiedades 

Corlsideremos el caso en el  cual los primeros ni\reles de energía E( i )  son no 
degenerados:  entonces los correspondientes niveles E!;) del sistema confinado 
también lo son y satisfacen 



cuando S es relativamente  acotado por !I (\-&ase  la  Sec. 1.5). El resultado 
que  realmente  refleja  la  fuerte convergencia de a $(z) es la validez de 

(3.12) con cada operador S ( k )  [Ec. (1.8)]. Como estos  operadores no son 
relativamente  acotados por If para k suficientemente  grande,  usaremos la 
condición de acotamiento  para  probar (3.12)  con tales  operadores. 

El  acotamiento del conjunto con cada operador S(k )  es una 
propiedad natural de  las  funciones $n que puede establecerse a partir del 
argumento  siguiente. En general si el parámetro X de la ecuación L$x = 

X$, cambia  ligeramente  entonces $X también lo hace. En nuestro  caso  las 
ecuaciones (2.2) y (3.1) están definidas por  la  misma  forma  diferencial L (2.1) 
con E:) -+ E(i )  cuando R t R3" lo que sugiere que el comportamiento de 

$Jg)(z) y $(z)(z) es  muy  similar para valores grandes de 1 l t . l  y R. En particular 
si $(i)(%) está  acotada por GUb(z),  

entonces $Jg)(?i) obedece la desigualdad 

para  cada R a partir de un 0 0  grande y una constante X' apropiada.  Como 
se  sabe [44], el comportamiento de  las  eigenfunciones  de estado  estacionario 
del operador  de  Schrodinger H está determinado por una función  con  de- 
caimiento  exponencial  que  podemos  tomar como nuestra  función $ub, la cual 
obviamente  satisface 

l\S(k)$"bI/ < 00 para  cada IC. ( 3 . 1 3 ~ )  

Combinando  (3.13b) y ( 3 . 1 3 ~ )  obtenemos \\S(k)$g)\l 5 X'I/S(k)$"b/l para  cada 
operador S(k )  y Ro 2 R. De  esto y (3.11)  obtenemos la valiez de  (3.12) con 
cada S ( k ) .  Podemos  dar este resultado en términos más generales a partir  de 
la siguiente  noción  de  acotamiento de funciones  motivada por (3.13b-c). 
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Definición 3.3. En el marco de cálculos  de estructura  atómica y molecular, 
decimos  que la sucesión {&} es uniformemente acotada si (1) existe al menos 

m u  función $US (llamada  cota uniforme de {lCln}) para  la  cual IJS(k)$UBII < 
m con cada  operador S(‘) y (2) la desigualdad I&.(?)l 5 X’$~B(Z) se satisface 
para  cada Z E R3N a partir de una no grande, siendo X’ una  constante 
independiente  de n grande. 

De esta definición y el  Teorema 1.2 obtenemos el 

Teorema 3.4. Si la sucesión (?Jn} converge a II, en la  norma L2(B3N)  y es 

uniformemente  acotada, entonces la  ecuación  siguiente es válida  para  cada 
operador S ( k ) :  

Iirn ($n, sck)gn) = (gJI; s(~)+).  (3.14) 

E l  acotamiento uniforme de las funciones 7bQ para eI caso  unidimensional 
fue mostrado en la  Ref. 1451 (cuya  síntesis  damos en el  apéndice D) donde 
explotamos el  hecho  que 4:) y $(z) son eigenfunciones de la  misma  forma 
diferencial L y E:) ”+ E(*)  para  probar  que  una cota superior GUb de $(z) 

es una cota uniforme del conjunto {I,!$}. De los resultados  del  apéndice  D 
podemos apreciar que aún en el  caso  unidimensional no es trivial  mostrar  el 
acotamiento uniforme de {$!)}, lo que afortunadamente  es  intuitivamente 
obvio  para el problema  general (2.2): (3.1). 

n+03 

(4 

La validez de (3.12) para  casi  todo  operador S para  el  cual la canti- 
dad ($(z), S$( j ) )  existe, puede considerarse  como  una  expresión del hecho 
físicamente  obvio  que  las propiedades de un sistema confinado en R son esen- 
cialmente las  mismas del correspondiente sistema  libre  cuando Q es bastante 
grande. Casos particulares  de  estos  resultados  han sido hallados por varios 
autores quienes  han  resuelto en forma exacta el  problema  de  Dirichlet (2.2) 
para  problemas con una  partícula.. Cn trabajo que  íIlustra  claramente la in- 
dependencia de (3.10)-(3.12) de la forma de R, es el  de Ley-Koo  et.  al. [46] 
quienes  resolvieron  el  problema  de  Dirichlet (2.2) para  distintos  sistemas con 
lin elcctrorl y (1) 0 una region limitada por un elipsoide y (2) f1 una region 
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limitada por dos paraboloides,  encontrando en cada  caso  que E:) y algunos 
valores esperados ($:I, S, $:I) convergen a los valores del sistema  libre  con- 
forme R se  expande.  Fernádez et. al [47], resolvieron el problema de  Dirichlet 
en una  esfera de radio R y V ( T )  = T .  encontrando que los momentos  de 
transición ($R (2) , T k qR ( j )  ) convergen a (+(‘I, r k $ ( j ) )  conforme R ”+ OO. Recien- 
temente Zicovich et. al [23j, resolvieron (2.2) para  el  oscilador  armónico 
en una caja asimétrica [-Ro, R,] y para el átomo de  hydrógeno en una  es- 
fera, confirmando en cada  caso que (3.10) se cumple  confirme la region de 
confinamiento  de  expende. 

3.3 Aproximación  numérica  por  sistemas  confinados 

De acuerdo con las  ecuaciones (3.10)-(3.12),  para  obtener  aproximaciones 
precisas  de los valores esperados y de  transición ($(i), S~(j)) basta con cal- 
cular los valores ($#, S+:’) en una  sucesión  creciente  de  regiones R,. Por 
otro  lado, el Teorema  2.1  establece que si las aproximaciones  del  problema 
de  Dirichlet {$on} satisfacen (2.12), entonces la ecuación 

(3.15) 

se  cumple con una  amplia  clase  de  operadores S. Es fácil  ver  que los oper- 
adores S para los cuales (3.12) es verdadera,  están  incluidos  en esta clase: El  
caso S = S(k) es trivial ya que S ( k )  es un operador  acot.ado  en Lz( O),  y de la 
identidad h n ( f , f )  = h ( f , f )  para  cada f en D ( h n )  [Ec. (3.5)], es  inmediato 
que si S es  relativamente  acotado  por W también lo es  por Ho, Por  lo  tanto 
cualquier sucesión que satisface  (2.12)  da valores esperados y de  transición 
precisos  através  del  procedimiento límite 

(3.16) 

para casi  todo  operador S para  el  cual  existe  la  cantidad ($I(~), S+(j)), lo 
que  incluye a todos los operadores de interés  físico. El punto  importante es 
que (2.12) es una condición de convergencia bastante  débil que  satisfacen  las 
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aproximaciones  del  problema  de Dirichlet obtenidas con métodos  numéricos 
ordinarios. En esta  forma  obtenemos  una  metodología  general  para  calcu- 
lar valores esperados y de  transición ( $ ( ; I ,  S$(j)), lo que  además  indica  que 
podemos  obtener  funciones confiables para  describir  distintos  fenómenos de 
interés. 

En  situaciones  prácticas  podemos  reemplazar (3.16) por el procedimiento 
límite 

(3.17) 

donde $i!n(n) es una solución aproximada  del  problema  de  Dirichlet (2.2) 
cuya precisión aumenta conforme R crece. 

Para  illustrar los resultados consideremos el cálculo  del  estado  base  del 
ion He+.  En  este  caso (3.1) se  reduce  a 

empleamos el nktodo de Ritz con los siguientes  conjuntos  base  en L2(0,  R):  

vllm(.r) = ( 2 / R j 1 / 2 s i n ( ~ m , r / R ) .  m = 1,2,. . . , (3.18b) 

Dado que  las  funciones $R no  se conocen en forma  exa.cta,  usaremos  la  eigen- 
función yj = 2 s / 2 ~ e - 2 T  del ion l i b re  He+ para  calcular  la  distancia  entre  la 
función  variacional 4~~ obtenida con el con.junto  base { y 3 m } ~ = 1  y $, 

donde ( , > [ I  (Il.lln) es el producto irlterior (norma) de L 2 ( 0 ,  R), y usando 
(3.11) concluimos  que la ecuación limn-,m 1 1 + ~ ~  - $ 1 1 ~  = [ I $ R  - $lln debe  ser 
verdadera  para  cualquier conjunto base. 
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La Tabla I muestra la convergencia del método de Ritz en la caja [O,  R = 
51 y como  era de  esperarse  cada  conjunto  base  genera una sucesión de  fun- 
ciones $ R ~  cuyas  energías E R ~ .  momentos (rk)fln y  distancias JlA$~,115 con- 
vergen a un valor límite  que es el  mismo  para  cada  base. 

TABLA I. Convergencia  de  energías E R ~ ,  funciones $ R ~  y momentos (T  k )Rn = 
hPrk/$nn12dr para el He+  en la  caja [O: R = 51. La  notación 1.0[-41 significa 
1.0 x 10-4. 

i 

I 

Base (3.18a) 

6 1.999995850 1.28410[-31 7.99943 70.2533 
12 1.999997053 9.61602[-41 8.00011 71.8357 
18 1.999997053 9.61526[-41 8.00011 71.8356 
24 1.999997053 9.61522[-41 8.00011 71.8357 
30 1.999997053 9.61521j-41 8.00011 71.8355 

Base (3.18b) 

40 1.997000 2.964[-31 7.7730 72.5321 
80 1.999595 1.072[-31 7.9446 71.9247 
120 1.999875 9.757[-41 7.9759 71.8624 
160 1.999945 9.647[-41 7.9866 71.8469 
200 1.999970 9.625[-41 7.9916 71.8414 

I 

La Tabla I1 muestra  la convergencia en la caja [O, R = lo]. La conver- 
gencia  de  funciones,  energías y momentos  obtenidos  con la base (3.18a) es 
muy rripida en  comparación con aquella del conjunto base (3.18b), dado que 
la  estructura de  las  funciones (3.18b) es muy diferente a la de $R. 
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TABLA 11. Convergencia de energías Ex,, funciones Q R ~  y momentos (r k ) R ~  = Jt r ' I q ! ~ ~ ~ l ~ d r  para  el He+ en  la  caja [O? R = 51. La notación 1.0[-41 significa 
1.0 x lod4. El último renglon da los valores del  ion libre. 

Base (3.18a) 

8 2.000000000 6.37[-73 8.00000 76.1340 
16 2.000000000 1.11[-71 8.00000 75.1352 
24 2.000000000 1.07[-71 8.00000 75.1352 
32 2.000000000 9.99[-S] 8.00000 75.1352 
40 2.000000000 8.94(-81 8.00000 75.1352 

Base (3.18b) 

40 1.979062 1.661-21 7.1153 51.871[1] 
80 1.996948 2.86I-31  7.7700 85.738 
120 1.999056 1.01[-31 7.8993 77.199 
160 1.999594 1.84L-41 7.9441  76.388 
200 1.999790 2.74[ -41 7.9646 76.227 
ex 2.000000000 8.00000 75.1352 

Una  comparación  entre  las  energías Elon y funciones  del  conjunt,o 
base  (3.18a) con aquellas  del ion libre He+ (Tabla II) ,  muestra  que el estado 
base  del ion  He+ encajonado  en [O ,  H = 101 y el del ion libre son esencial- 
mente  iguales.  Esto se refuerza  por l a  excelente convergencia de  momentos 
obtenidos  de  la  base (3.18a) hacia los aquellos  del ion libre. La Fig. 1 muestra 
la manera  en l a  cual  las  funciones +>Hn del  conjunto  base (3.1 8a)  se  aproxi- 
man al estado  libre 4 conforme R crece.  E,jemplos  adicionales con distintos 
pot,enciales y bases pueden hallarse en j-11, 48, 491. 
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La idea de calcular los estados  estacionarios  de H por  medio  de ]a soluc.iÓn 
del problema  de  Dirichlet  (2.2) ha sido usada  en forma  implícita por distin- 
tos  autores  quienes  para resolver (3.1) con métodos  como  elemento  finito o 

diferencias  finitas  necesariamente eligen una region finita R y tamando en 
cuenta  que $(z)(?i) es pequeña para 121 grande,  reemplazan la condición de 
frontera l iml+ ,w $(2)(5) = O por otra de tipo  Dirichlet [SO-581. U n  problema 
que ha quedado abierto es l a  seleccibn de 0. En el caso  unidimensional  al- 
gunos autores  trataron de usar l a  ecuación de los puntos  de  retorno clásicos, 

- V(pZ) = O ,  para  obtener una definición de lo que  podria  llamarse un in- 
tervalo [ O ,  R] grande.  Desafortunadamente esta definición  depende  de E(2) (el 
cual cs de antemano  desconocido) no garantiza el cálculo  preciso  de valores 
esperados. En los problemas con dos o más grados  de libertad, la definición 
de R es más muy ambigua.  Otros  autores han resuelto (3.2) numéricamente y 

hallado en forma  empírica la coni-ergencia (3.10)-( 3.12) para  algunos valores 
esperados [28-30, 59-63]. De acuerdo con (3.10)-(3.12)  basta con resolver  el 
problema  de  Dirichlet en una sucesión creciente  de cajas Sn, para  obtener 
valores esperados  precisos o, al menos. hasta donde lo  permita la capacidad 
de la  computadora  usada. 

Los resultados  reportados en 15;.SS] para problemas  unidirnensionales 
nluestran que una gran variedari dc rnktodos con alta eficiencia computa,- 
cionaI dan energías E,, ( i )  cuya precisión prácticamente coincide con la de la 
computadora  usada,  a lo que agregaríamos que los mismo puede esperarse  dc 
los valores esperados y de transici6n (\L>;,),, S$~$!)~~ [Ec. (3.16)]. T,a viabilidad 
de elemento  finito  para resolver I :{ . I  ) p o r  medio del problema de Dirichlet 
( 2 . ' ~ ) ,  fue mostrada por Shertzer quien calcul6 el estado base del hidrógeno 
en u r l  campo  magnético [54] y del átomo de Helio usando elemento finit,o 
[5:3]. 1:rl t;l primer  caso  obtuvo energías muy precisas para valores grandes 
d c :  la irktc:rlsidad de] campo magnktico. y CII el segundo obtu\lo valores e -  
perados que coinciden bastante hicn con los valores obtenidos con CdculOS 
\:;triaciorl;llcs ordirlarios como ri rni.todo dc interaccibn d c ~  configuraciones. 



Hasta aquí hemos considerado e l  caso de  estados  no  degenerados E(') 
pero los resultados pueden extenderse a estados  degenerados. Por ejemplo. 
si aplicamos  el  mktodo de Ritz. del 'Teorema 3.1 y la Ec. (2 .7)  concluimos  que 
cuando  el  nivel  de  energía E ( ' ) ( <  a) de N tiene  multiplicidad m;, entonces 

donde k; = m1 + . . . + rni-1. Sea Q(2) la proyección  ortogonal  sobre  el  espacio 
propio  de E(;)  y sean Qg) y Qgl las proyecciones  correspondientes a los 
conjuntos  de eigenvalores {p i ! ) }  y { & A )  que  convergen a E(2) de  acuerdo 
con (3.7). Entonces, de la Ec. (2 .8)  y del Teorema 3.1 tenemos  que 

donde 11, 1 1 0  denota  la  norma de  operadores en Lz(R3"). De  aquí  se sigue la 
convergencia de las eigenfunciones 

donde $ J ~ L (  5) = O para 3: 9 a. 
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Capít u10 4 

I 

El Método Variacional  para  Sistemas Libres 

Los principales  métodos  para  describir  teóricamente la  propiedades  de 
átomos y moléculas  estan  basados  en la solución de la ecuacion de Schrodinger 
(3.1) por  medio del método  variacional.  Actualmente, la disponibilidad 
de  computadoras de alta velocidad y gran  memoria  han  permitido el de- 
sarrollo de paquetes  computacionales  que,  en  principio,  permiten  calcular 
propiedades  atómicas y moleculares por medio de método  variacional  de Ritz 
[39]. En este  capítulo  haremos un estudio  comparativo  entre el método  de 
R,itz basado  en el uso de funciones  base en L z ( R ~ ~ )  y la aproximación  por 
sistemas  confinados. 

4.1 El método de Ritz y las representaciones  matriciales de H 

De  acuerdo con el método  de  Ritz.  la eigenfunción $( i )  de H se  aproxima 
por l a  función 

n 

m=l 

donde es un  conjunto  base  completo  en 
E, = { cnm} satisfacen el problema  de eigenvalores 

H,F, = E nCn - 

( 4 4  

L ~ ( R ~ ~ )  y los coeficientes 

donde If, = P,, HP, es la representacibn  matricial  de H en el  espacio gen- 
erado por y E‘, es la  proyección ortoganal  sobre  dicho  espacio. La 
mayoría  de los textos  elementales o avanzados de  mecánica  cuántica [64] dan 
por válido el hecho  que los niveles de energía E(*) de H y sus correspondi- 
entes  eigenespacios  pueden  recuperarse  a  partir  de  aquellos  de H, tomando 
el límite 71 ”+ cc cuando {4m}z=, es una base completa  de L2(RyN). Como 

vercmos enseguida, esta suposicihn es falsa  en  general y scilo con algunos 
conjuntos base {&} se puede  garantizar  una  convergencia a los primeros 
cigcnestatfos de H siempre y cuando n o  sean  degenerados. 

-1 G 



La única  clase de operadores  de  Schrodinger H para los cuales  pode- 
mos  recuperar sus eigenespacios  a  partir  de sus representaciones matriciales 
finitas, es la clase de operadores cuyo resolvente A(z)  = (H- 2)"' es  un oper- 
ador compacto el L2( En tales  casos podemos asegurar  que si { 
es una  base  completa  de L2(R3.') entonces los eigenvalores y  eigenespacios 
de  la  matriz H, convergen a los de H y sólo a ellos [33-371 como lo hacen 
los eigenespacios  de  las  representaciones matriciales HQ, del operador Hn 
asociado  al  problema  de  Dirichlet (2.2) [Ecs. (2.7)-(2.9)]. El requisito  de 
compacidad solo es  una propiedad  que se pide al operador H para que pueda 
verse como  una  matriz  infinita  puesto que, como se muestra en los textos 
de teorí de  operadores, un operador  tiene  resolvente  compacto si y sólo si su 

espectro o.( H )  consiste  enteramente de eigenvalores aislados con multiplici- 
dad finita [17], razón por la cual  tales operadores pueden aproximarse  por 
sus representaciones  matriciales  finitas H,. Desafortunadamente, la mayoría 
de los operadores H de interes  físico no tienen  resolvente compacto (ya que 
poseen un espectro  continuo)  por lo que tales operadores H y sus representa- 
ciones matriciales  (finitas o infinitas) son objetos  matemáticos  totalmente 
diferentes, un hecho  que  ya no permite  garantizar la convergencia  de los 
eigenespacios  de H, a  aquellos  de H como  ocurre con las  representaciones 
Hnn de Hn. 

El Único criterio que a la fecha  permite  establecer  cierta convergencia de 
los eigenespacios de H, a los de H cuando  este no tiene resolvente com- 
pacto, fue dado por Eckart en 1930 [l]. De  acuerdo con dicho criterio, si 
los m. primeros niveles de  energía E(i)  de H no son degenerados entonces 
las  energías Ei) de  la  matriz H, y sus eigenfunciones Gn (4  , con sus fases 
propiamente  elegidas,  satisfacen 

Esta desigualdad permite,  bajo la  hipótesis de no degeneración,  reemplazar 
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la  condición  de  compacidad  por la convergencia de Et), 

lim E;) = E(')  
n--x 

lo que  en  consecuencia  garantizaría 

el cual es el criterio básico para el  cálculo  de vaIores esperados  (Teorema 1.1). 
Klahn y Bingel [66] probaron  que la sola  completcz de {q5}&, en L2(R3N) 
no  implica (4.3) y mostraron  que si tal  conjunto es una  base  del  espacio  de 
Sobolev W2,1(R3N) con la norma \ l f l \ :  = l [ f l l z  + Cij I(df/dzij) l[2, entonces 
(4.4) tiene  lugar. 

Un problema que queda  abierto es la  convergencia  del  mktodo  de  Ritz 
a los eigenespacios  de  estados  degenerados  de H ,  ya que  en  tales casos la 
desigualdad (4.3) pierde  sentido por la indefinición de +(;l. 

En  resumen, sólo para  cierta  clase de operadores N y bases {&} de 
L2(R3N) puede  garantizarse  la  convergencia  a sus energías y eigenfunciones 
con el rrktodo  de  Ritz, lo que contrasta  bastante c,on l a  aproximacihn por 

sistemas confinados  para  la  cual l a  sola  completez  de { o ~ , , ~ } E = ~  en Lz(0) es 
suficiente para converger a los estados estacionarios  de 11 independientemente 
de su degeneracih [Ecs. (3,19)-(:3.21)]. 

4.2 Cálculos variacionales intrinsecamente divergentes 

Desde  el  punto  de  vista compu:acional ir2 deficiencia más fuerte del mdtodo 
de  Ritz es la  posibilidad  de  obtener sucesiones que diverjan  de las verdaderas 
funciones  propias  de H. Para ver esto supongamos que los primeros niveles 
d e  energía  de IZ son no degenerados J. l a  base {o,) satisface el requisito  de 
cornplet,cz en W ; ! , ~ ( X ~ N ) ,  de manera L!:) + I<(') y q!:) converge a +(%) en 
l a  normit L.2(R:3N).  De acuerdo con e l  'I'eorerna 3 . 2 4  si la sucesiGn { ?.brL } es 

unifbrmpmente acotada (Def. 3 . 3 ) .  cwtonccs la ecuación 

( 1 )  



se cumple  para  cada k 2 O con S ( k )  dado por (1.8). En caso  contrario, si 

{$:I} no satisface (4.6) con al menos un operador S ( k ) ,  entonces {$:'} no es 
uniformemente  acotada. En esta forma, podemos dividir al  conjunto de  suce- 
siones  variacionales  que convergen a $(;) en la  norma L2(R3N) en dos clases: 
( 1 )  sucesiones  uniformement,e  acotadas y las sucesiones nouniformemente 
acotadas.  Evidentemente,  para  obtener propiedades físicas correctas uno 
debe  calcular sucesiones en la primera  clase  pero  existe la posibilidad  de 
calcular una sucesión en la segunda. 

Corno ejemplo de  una  sucesión  nouniformemente acotada  tenemos a la 
sucesión {$,} de Klahn y Morgan [8 ] ,  quienes calcularon  el  estado  base e-" 
del ion He+ con las funciones  base 

cuya  completez en W2,1(0, m) fue  demostrada  por  el propio Klahn [65].  En 
su trabajo,  Klahn y Morgan también  calcularon la serie  de  Fourier t): con  n 
funciones  base.  Las  Tablas I11 y IV dan las  energías E, y E: de  las sucesiones 
variacional $n y de  Fourier $,". En conformidad con la completez  de (4.7) 
observamos una  lenta pero correcta copnvergencia  de  las  energías  conforme el 
número  de  funciones  base  aumenta. Esto a su vez garantiza  la  convergencia 
de t,b, y $: en la  norma L2(0, m), lo que es confirmado  por la convergencia 
de los valores esperados de r-' mientras que los valores de rk con k 2 7 
divergen! como  muestran  las  mismas  tablas.  Por lo tanto,  las sucesiones 
variacional  y de Fourier no son uniformemente  acotadas. La divergencia  de 
los  momentos (&, rk&) se  debe  una  separación  creciente  entre  las  colas  de 
t,bn y $ conforme el número  de  funciones base  aumenta,  como puede verse 
en la  Fig. 2 la cual  muestra  el  cociente  log,, I+,/$l con n = 5, 10, 20, 
30. Observamos  que hay una region AR, en la cual  el  cociente I$,/$\ crece 
exponencialmente, 
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lo que  muestra que la cola  asintótica de Gn se aleja por arriba de aquella  de 
7+b al aumentar en  número de funciones  base. De  aquí  es  inmediato que a 

partir  de  una ICo grande  obtenemos la divergencia  siguiente 

por lo  que los momentos (y,, rk&) con k grande  divergen, lo que  también 
puede  aplicarse  a la serie de Fourier. 

TABLA 111". Convergencia de propiedades con la sucesión  variacional  de 
Klahn y Morgan  para  el &ado base del ion € l e + .  Las  propiedades exactas 
se dan en el lilt-ima renglon. La notación 1.2[rn] significa 1.2 X 10". 

10 1.q-11 5.3 1.19[0]  6.3  2.5111 13[1] 41[2] 
20 5.01-21 6.4 1.06[0] 6.4 3.7[1] 28[l] 19[3] 
30 3.0[-21 6.8 1.01[0] 6.2 4.3[1] 41[1] 44[3] 
40 2.1[-21 7.1 9.98[-1] 6.1 4.8[1] 53[1] 77[3] 
50 1.5[-21 7.2 9.76[-11 5.9 5.1[1] 64[1] 12141 
200 3.0[-31 7.8 9.43[-11 4.7 6.8[1] 17[2] 13[5] 

ex 8.0  9.38[-11  2.461 4.9101 11[0]  76[0] 

* Los valores  fueron  tomados del artículo  de  Klahn y Morgan [8] 



TABLA IV*. Convergencia de propiedades con el  desarrollo de Fourier del 
estado  base del ion  He+  con la  base (4.7). Las propiedades exactas se dan 
en el última  renglon.  La  notación 1.2[rn] significa 1.2 X IO". 

10 1.1[-11 5.9  9.83[-11  3.6 1.1[1] 49[O]  14121 
20  4.0[-21 6.8 9.51[-11 3.2 1.0[1] 57[0] 32[3] 
30 2.9[-21 7.1 9.44[-11 3.0 9.8[0] 60[0] 51[3] 
40  2.0[-21 7.3 9.41[-11 2.9 9.2[0] 61[0] 70[2] 
50 1.0[-21 7.5 9.401-11 2.8 8.9[0] 62[0] S9[2] 
200 3.0[-31  7.9  9.38[-11  2.5  7.0[0]  65[0]  37[3] 

ex 8.0 9.38[-11  2.461  4.9[0]  11[0]  76[0] 

* Los valores  fueron  tomados del artículo de Klahn y Morgan [S]. 

La sucesión  de  Klahn y Morgan ilustra lo  que puede considerarse u n a  
propiedad intrinseca de las  sucesiones  variacionales  nouniformemente  aco- 
tadas:  la  creciente  separación  entre las  colas  asintóticas de $ J ~  y la  verdadera 
eigenfuncion $ conforme n -+ 0 0 ,  cuya  expresión  matemática se da  através 
de una  relación del tipo (4.8). En efecto, si {$n} converge en la  norma 
Lz(R3N)  y no satisface (4.6) con alguna k, entonces, por el Teorema 3.4, no 
existe una función $UB de decaimiento  rápido que acote  uniformemente a 

la  sucesión {$,} lo  que  puede  atribuirse  básicamente  a  una  divergencia del 
tipo (4.8). En esta  forma  podemos  decir que las sucesiones  variacionales no 
uniformemente acotadas son  intrinsecamente  divergentes. 
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Originalmente, el concepto  de  acotarniento  uniforme  fue usado en [45] 
para  demostrar  que las eigenfunciones del problema  de  Dirichlet (2.2) dan 
una convergencia correcta de valores esperados [Ecs.  (3.12),(3.16)], y en 1661 
S(: uso para  estudiar la divergencia de algunos cálculos  variacionales.  La 
creciente separación entre las  colas asintóticas de  algunas  funciones $n y la 
verdadera  función $J permite  entender uno de los resultados mejor conocidos 
pero  poco  entendido en las  ultimas  tres  décadas  (si  tomamos  como  punto  de 
partida  la  fecha en que Lowdin expuso su sucesión [2] la cual  es  nouniforme- 
mente  acotada): funciones  variacionales que dan valores correctos de una 
propiedad física, pueden dar valores totalmente falsos de otras propiedades. 

Cálculos  sobre  el  estado  base del átomo de Litio  reportados  por  otros 
autores  permiten  ilustrar  el  problema  de la separación de  las  colas  asintóticas 
en circunstacias  reales. Como se sabe [67]:  la densidad radial p ( r )  asociada 
al  estado  base $ de un átomo en la aproximación  de  Born-Oppenheimer, 
sastiface  la desigualdad 

p(r)/pUb(r)  < IC0 para T > 1 / c  ( 4 . 9 4  

donde Lo es una  constante que  depende del atomo en cuestion, 6 es el  primer 
potencial  de ionización y 

para el átomo de Litio  tenemos E = 0.196 (u.a.) por  lo que  el  cociente p/pub 
es  acotado  por ko en  el  intervalo 15, m). La  Fig. 3 muestra  el  cociente 
pn/pub con las  densidades ~ H F ,  pcr y  OH^ obtenidas  de  las  funciones  de  onda 
variacionales $ H F ,  $JCI y $ J H ~  reportadas en [68], [69] y [70] respectivamente, 
y observamos  que en cada  caso  el  cociente diverge. En  particular,  la densidad 
p~~ cuyo cociente diverge  más  rápidamente fue obtenida de la  función $Hy 

con la  mejor energía  variacional En, lo que  contradice la  espectativa que pHy 

debería ser la mejor  comportada  (ver  Tabla V). Esto es  confirmado  por los 

momentos ( r k )  los cuales exhiben una seperación entre ellos  mismos  conforme 
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I 
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k crece. Estos resultados  puede  atribuirse a que los métodos  variacionales 
usados para calcular  las  funciones  de  onda, dan sucesiones  nouniformemente 
acotadas [66]. 

TABLA V. Mometos  de  la  densidad f k ( + , )  para  el  átomo  de  Litio. 

k CI" Hyb H F" 
-2  3.0243[1] 3.0240[1] 3.021[1] 
2 1.8360[1] 1.8357[1] 1.863[1] 
4 5.500[2] 5.504121 5.67[2] 
6 2.765[4] 2.789[4] 2.90[4] 
8 2.051[6] 2.232[6] 2.20[6] 
10 2.1[8] 4.1 [8] 2.3[8] 

a VaIores C1 de [69]. 
Valores  Hylleraas  de [70]. 
Valores  Hartree-Fock [6S]. 

La posibilidad  de  calcular sucesiones intrínsecamente  divergentes con los 
métodos variacionales  de uso más extendido  en la actualidad  permite  resaltar 
una  de las  principales  cualidades  de la aproximación  por  sistemas  confinados. 
Como vimos en el capítulo  anterior, el acotamiento  uniforme es una  propiedad 
intrínseca  de  las  funciones lo que permite  a sus aproximaciones  numéricas 

dar  una convergencia correcta de valores esperados y de transición como 

establecen  las Ecs. (3 .15)-(3.17) .  
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Para  probar la confiabilidad  de  las  aproximaciones  numéricas del prob- 
lema de Dirichlet,  consideremos  el  cálculo  del  estado  base  del  ion He+ con 
las  funciones  variacionales G R , ~  obtenidas con  las  funciones  base 

(4.10) 

las cuales  son  similares a las  usadas por Klahn y Morgan (4.7) cuya  com- 
pletez  en W,,l(O,m) garantiza la completez  de (4.10) en Lz(O,R). Antes 
de  discutir los resultados  debemos  tener  presente los siguientes  hechos. La 
base  usada  por  Klahn y Morgan  fue  ortonormalizada  analíticamente y los 
elementos  de  ma,triz del hamiltoniano  fueron  calculados  por  medio  de  rela- 
ciones de  recurrencia con el objeto  de  eliminar  inestabilidades  numéricas 
tanto  como  sea  posible.  En  nuestro  caso, los elementos  de  matriz con la base 

(4.10) fueron  calculados  integrando  numéricamente y el  rápido  crecimiento 
de las integrales  de  t,raslape ( 9 ~ ~ .  ; ~ ; R ~ ) R  introduce  fuertes  irtest,abilidades 
para resolver el problema  matricial de eigenvalores. En  particular,  cualquier 
procedimiento de ortonormalización  será  inestable por la rápida  pérdida de 
cifras  significativas, un efecto  que sc amplifica al calcular los valores esper- 
ados ( $ R n , ~ k $ ~ n ) n  con k grande. A pesar  de todo, la Tabla VI muestra 
que  para valores  crecientes  de H y n los nlornentos (?,bRn,~k$nn)I? convergen 
lent,a pero correctamente con -2 5 k _< 9 mientras que los momentos  de  la 
sucesión de  Klalm y Morgan  divergen  rápidamente cor1 k 2 6 (Tabla 111). 

Este sencillo  ejemplo  muestra que las  aproximaciones  numericas  del  prob- 
lema de Dirichlet  puede  dar  funciones de onda confiables aun (:on las  "peores1' 

bases de L z (  5 2 )  [49;66]. 



TABLA VI. Convergencia  de  propiedades con la sucesión  variacional  calcu- 
lada  con la base  tipo  Dirichlet (4.10): para el estado  base del ion He+. El 
Último renglon da los valores exactos. La notación 1.2[rn] significa 1.2 x 10". 

R = 7.5 
10 1.91388 5.708154 1.11501 4.831 74.72 21.0[2] 
20  1.93820 6.145321 1.02830 3.117 25.90 64.0[1] 
30  1.93823 6.145820 1.02747 3.085 24.42 56.9[1] 
40  1.93823 6.145906 1.02671 3.049 22.75 49.0[1] 
50  1.93823 6.145948 1.02654 3.042 22.41 47.4[1] 

R = 10.0 
10 1.90738 5.60773 1.13763 5.372 94.56 28.7[2] 
20  1.93194 6.03409 1.04216 3.258 28.48 69.9111 
30  1.93194 6.03422 1.04228 3.262 28.60 70.3[1] 
40  1.93195 6.03437 1.04139 3.216 26.22 58.0[1] 
50 1.93195 6.03440 1.04129 3.212 26.00 57.1[1] 

ex 2.00000 8.00000 0.93750  2.461  11.07  76.0[0] 
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Capít u10 5 

Discusión y Conclusiones 

Una  consecuencia  importante  de la fundarnentación matemática  de  la 
metodología  propuesta en este  trabajo, es la caracterización de cálculos  varia- 
cionales  intrínsecamente  divergentes.  El  estudio de criterios  que  determinen 
la confiabilidad  de  una función aproximada w,, ha sido un tema  extensa- 
mente  estudiado  hasta nuestros  dias. muchos criterios dan estimaciones del 
error  de valores espemdos [2-51, otros  criterios  están  basados  en  conceptos de 
teoría de la información [71] y sólo para el caso  de  operadores  relativamente 
acotados por el  hamiltoniano se demostró  una  convergencia  correcta de val- 
ores  esperados  cuando E, ”+ E [3]. Sin embargo, la condición  de acotamiento 
de la sucesión ( ] ] S $ n ] l }  necesaria para garantizar el cálculo  correcto de  mo- 
mentos (S(’)) con I; grande ha sido prácticamente  ignorada, en parte porque 
en  situaciones re.ales sólo pueden hacerse un número  finito de cálculos y por 
el  hecho que tales valores esperados  difícilmente  tiene un significado  físico. 
El  Único trabajo que trato el  problema de calcular  momentos  altos  para  es- 
tudiar  la confiabilidad de un cálculo  variacional fue el  de Klahn y Morgan 
[S]. Desafortunadamente, su interpretación  de l a  divergencia de momentos 
altos es errónea  ya que  atribuyen el problema a la rapidez  de convergen- 
cia de  las  energías  variacionales:  ignorando  por  completo  el comportamiento 
asintótico de  las  funciones Gn. Desde  entonces  el  problema no habia sido 
estudiado  hasta  la  publicación de l a  Ref. [66] donde  se explica  la  divergencia 
de  momentos de potencias  altas con el concepto de acotamiento uniforme. La 
importancia de esle concepto  yace  en  el hecho que permite  caracterizar un 
problema de  divergencia intrinseca que puede exhibir, en principio,  cualquier 
sucesión variational: la separacibn creciente entre las  colas  asintbticas de Gn 
v conforme 12 t co [Ec. (4.8)]. Esta divergencia  permite  explicar uno de 
10s problemas más viejos de los mktodos  variacionales, a saber,  la posibilidad 
de obf,ener valores esperados correctos d e  unos operadores y valores esperados 



totalmente  incorrectos  de otros operadores. En  efecto, si la  cola  asintótica 
de $n se  aleja  de  aquella  de $ cuando n --+ m, entonces (+n, T'$,,) con I; 

pequeña  es  insensible al  error de la  cola y en  consecuencia  convergerá  correc- 
tamente,  mientras  que  para I; grande  divergerá  como muestra  la sucesión de 
Klahn y Morgan (Tabla 111, Fig. 2 )  asi como  la funcion tipo Hylleraas  del 
átomo  de  Litio  calculada  por  King [70] (Fig. 3,  Tabla V). 

El  acotamiento uniforme esta  intimamente ligado a la capacidad  de  una 
sucesión { gn} para reproducir  el comportamiento  asintótico  correcto [66]. 
El  decaimiento  de  la eigenfunciones  de  operadores  de  Schrodinger  es un 
tema  bastante  estudiado [72] mientras  que la experiencia  cornputacional 
ha  mostrado que  es  difícil  reproducir  variacionalmente  el comportamiento 
asintótico  correcto por la insensibilidad  de la energía a la  cola  asintótica.  Sin 
embargo  el  efecto de la imprecisión  a  grandes  distancias ha sido  menospre- 
ciado  por la pequeñez de Gn en tales regiones, razón por la cual  Klahn y 

Morgan  ignoraron la  cola  asintótica de Gn, lo que es incorrecto si tomamos 
en cuenta el problema del acotamiento nouniforme.  Dado  que la condición  de 
acotamiento  uniforme puede fallar con los métodos  variacionales  ordinarios, 
no puede subestimarse  la impresición  de la  cola en  general [73j. 

Uno  de los problemas  fundamentales  de los cálculos  variacionales  es la 
construcción  de  las  funciones  base 12,741. Especial  énfasis  se ha puesto en 

la completez de las  funciones  base dado que tal propiedad "garantiza" en el 
límite de  bases  infinitas  una  convergencia  a  las  eigenfunciones exactas,  lo que 
ha motivado un amplio  estudio  sobre  completez de bases corno los oribitales 
tipo  Slater o funciones  gausia.nas [65, 751. La sucesión de Klahn y Morgan 
muestra  claramente que la completez no es suficiente para  evitar  obtener  una 
sucesión  nouniformemente  acotada, lo que va más  alla de los problemas  com- 
putacionales  prácticos  como  errores  de  redondeo,  truncamiento  de la base 
o la rapidez de  convergencia  de la  energía,  ya que la  creciente separación 
entre  las  colas  asintóticas  de  la función exacta y una  sucesión nourliforme- 
mente  acotada  es una propiedad intrínseca  de éSta última. En este  aspecto, 
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la aproximación  por  sistemas confinados es notable ya que por "definición" 
elimina el  problema  del  acotamiento no uniforme dado que  el  acotamiento 
uniforme  es  una  propiedad  de las funciones y5n, y como lo muestra el  cálcuIo 
del  estado  base  de ion He+  con las  funciones trigónometricas y el  análogo 
de  la  base de Klahn y Morgan (Tablas I ,  11, VI) cualquier  conjunto  base 
completo en L*(i2) da una  convergencia correcta  hasta donde  lo permita  la 
computadora.  Estos  mismos  ejemplos  muestran  que con una  base  grande 
puede obtenerse  una función variacional ?+$, cuyo comportamiento es  bas- 
tante diferente al comportamiento de las funciones  base en al  menos cierta 
region AR,, lo que  hace  particularmente difícil  predecir si  un cálculo  varia- 
cional dará una sucesión  nouniformemente acotada aun  cuando  algunas  de 
las  funciones base tengan un comportamiento  asintótico  aceptable ( [65]? Sec. 
5.B). 

E n  trabajos  recientes [76] varios autores han señalado  que el uso de  fun- 
ciones  base  tipo  Stlater o gausianas  tiene  claras  ventajas  sobre  elemento  finito 
o diferencias  finitas para  calcular  funciones de onda  moleculares  dentro  de la 
aproximación  de  Hartree-Fock. El problema del acotamiento  uniforme  per- 
mite revalorar  estos Últimos métodos, ya que si tomamos en cuenta  el hecho 
que ailn en u n  cálculo  como el de Clerrlenti y Roetti [68] para el átomo de 
Lit,io la imprecisibn de la  cola  asintótica  (Fig. 3 )  produce un error  significa- 
tivo en algunos valores esperados (l'abla VI), es  claro  que el cálculo  de l a  

función de onda en una region finita con elemento  finito o diferencias  finitas 
permite  estudiar  las regiones de inter& sin t x n c r  que  consirderar  el ruido 
que puede generar un comport,arniento asintótico  incorrccto que carece de 

significado  físico. 

La aproximación  de los estados  estacionarios de un sistema  librc por  medio 
de los estados  de un sistema confinado cuando la region de confinamiento se 

expande, es un resultado  físicamente  obvio  cuya  fundamentacibn  maternát'ica 
(:st,a dada por 10s Teoremas 3.1 y 3.2 prirlcipalmcrlt~e. I'or otro lado, el USO d e  
los crit,crios scrlcillos quc garantizan el clilculo de valorcs espcrados, r)errllitc 



establecer en forma  clara y rigurosa que cualquier  aproximación  nurnbrica 
rasonable  al  problema  de  Dirichlet (2.2) [esto es satisfaga (2.12)], es  confiable 
para  describir los estados  de un sistema  libre si R tiene  el  tamaño  apropiado. 

En términos  matemáticos, la aproximación por sistemas confinados re- 
duce  el  cálculo  de  estados  estacionarios al problema  de  eigenvalores  de un 
operador  con  resolvente compacto, un tema ampliamente  estudiado en la 
literatura por  todas  las  implicaciones que se derivan de la propiedad de la 
compacidad [33-381, la cual  evita los problemas  conceptuales  que  implica  el 
tratar a un operador H sin resolvente compacto,  como si la  tuviera  (Sec. 
4.1). 

La generalidad  de los resultados  que  garantizan la convergencia  por sis- 
temas confinados permite  explicar y ver bajo una  sola  perspectiva diversos re- 
sultados  publicados por otros  autores,  que  a  primera  vista  no  tienen  relación 
alguna  [28-29,46-631.  Además,  da un fundamento  matemático riguroso a 

métodos  que,  en  forma  empírica,  se han usado para  resolver la ecuación  de 
Schrodinger  como son elemento  finito,  diferencias  finitas, y el propio método 
de Ritz aplicado  el  problema  de  Dirichelt (2.2). La viabilidad  computa- 
cional  de la aproximación  por  sistemas  confinados  para  resolver la ecuación 
de  Schrodinger (3.1) en  problemas con pocos grados de libertad,  ha sido 
mostrada  por  trabajos  que en forma  implícita han usado dicha  aproximación, 
pero su aplicación a sistemas complejos  queda  como un tema por  estudiar en 
el futuro. 

Tomando  en  cuenta  que  el  problema del acotamiento  nouniforme puede 
presentarse  en  cualquier  cálculo  variacional  que use funciones  base no nu- 
las  fuera  de  cierta region finita,  como los orbitales  tipo  Slater o las  funciones 
Gaussianas, podemos  decir  que en la actualidad la aproximación por sistemas 
confinados es la única que a priori asegura el cálculo  correcto de los eigenes- 
pacios de un operador de Schrodinger  (independientemente  de su orden de 
degeneración) con los método usuales para resolver  el  problema  de Dirichlet, 
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incluyendo al propio método de Ritz al cual se pueden incorporar muchos de 
los procedimentos basados en la teoria  de  grupos  para simplificar el calculo 
de  elementos  de  matriz. 

! 





Apéndice B. Los operadores 11, Hi] y compacidad  de (Hn - 2)" 

La demostración  de las propiedades  de H y Hn asi como  de  aquellas 
de  sus  correspondientes  formas  sesquilineales,  sigue un argumento  similar al 
dado  en [I] ,  por lo que sólo daremos  las  ideas  principales. 

Las propiedades  de los t4rminos  de l a  forma  diferencial L (2.1) garantizan 
la  existencia  de  un  operador  autoadjunto Único H asociado a L en Lz(B3N) 
el cual está dado  por H f  = Lf para f E D ( H ) ,  tiene cl core C,7'(1<3N) y está 
acotado por bajo [2, Teorema 10.321. La forma h asociada a U está dada por 

N 

h(f,.g> C((P~ - b j ) f :  (Pj - bj>g)  + ((6 + V , ) f , g ) ,  (B1)  
j=1 

para f ,  g E D( h )  y tiene el  core CF( B3') como  se  deduce del teorema  de 

extensión  de  Friedrichs [3, p.  3221. 
Corno  se sabe, el  potencial  de  interacción  Coulombiana  entre 121 partículas 

satisface la desigualdad 



Dado  que la  forma diferencial L - ( VI +I;)  define  un  operador  fuertemente 

elíptico [4],  existen dos constantes ro > O X 2 O tales  que 

[ 1, Proposición 4.61. Combinando (B3) y (BS) con la positividad  del  término 
(Vzf, f ) ~  obtenemos la coercividad  de hn: 

donde r > O y X 2 O son propiamente elegidas [l, Proposición 4.61. La 
coercividad y acotación  de hn en r.r/,q,(fl) junto con el  hecho que la inclusión 
de D( h Q )  en Lz(fl) es compacta, implican  que el  resolvente R,(z) = (If0 - 
z)-' es  compacto  en &(O) y su restricción Rln(()  al espacio D ( h n )  dotado 
del  producto  interior (2.5) también es compacto  y  autoadjunto [l, Teorema 
4.51. 

I 
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Apéndice C: Demostración de los Teoremas 3.1 y 3 .2  

La demostración  de los Teoremas 3.1 y 3.2 está  basada  en:  (i) La carac- 
terización de los espectros  de H y HQ dada por el principio  minimax y (ii)  en 
resultados  sobre  perturbaciones  analíticas  de  operadores  autoadjuntos. La 
conección de  estos dos conjuntos  de  resultados la daremos  atravks de una 
sucesión  de  operadores H, definidos a partir  de los operadores H n .  

Form?~kacio'n variational. Sea Q el extremo  inferior  del  espectro  esencial 
a,(H) de H ,  de  manera que ~ ( N ) \ [ L Y ,  m) contiene  solamente niveles de  en- 
ergía @') aislados con mutipliciclad finita. Por otro  lado,  la  compacidad  de  la 
resolvente  de Irln implica  que su espectro  consiste  enteramente  de niveles de 
energía E:) aislados con multiplicidad  finita. La caracterización  de los nive- 
les de  energía  discretos  de N y Hn dada por  el  principio  minimax  conduce 

al siguiente  resultado. 

Teorema Cl. Sean P(A) y Pa( X) las familias espectrales  de H y Ha, re- 
spectivamente.  Entonces 
(i) p( j )  < - p t ) ,  donde p ( j )  y pi;) están  dados  por el  principio  minimax 

[ h .  (2.6) y (3 .3)] .  
(ii) dim Pn(A) 5 dim P(X) para X < a, donde  dim P(X) denota 

la dimension del ra.ngo de P( X). 

La demostración de  este  teorema  está  basada  en el resultado  siguiente. 

Lema C2 [l]. Sean A y U Operadores aut,oadjunto no negativos,  donde A está 
definido  en un subconjunto denso  del  espacio de  Hilbert 'FI y B está  definido 
en un subconjunto  denso  dc un subespacio de  Hilbert ' H I  C X. Sean h A  y hB 
las  formas  correspondientes  a A \.I B, respectivamente. Si D ( ~ A )  2 D ( ~ B )  y 

h n ( f 7  f )  5 h s ( f ,  f )  se  cumple  para  cada f E l J ( h ~ ) ,  entonces 
( i )  p(J) 5 pg ' ,  donde p ( j )  y /ln son dados por el  principio  minimax. ( j )  

( i i j  Las  familias  espect,rales P A  y PB correspondientes  a A y B, respectiva- 
rncnte, satisfacen  dim P R ( X )  < dim P)t(X) para X >_ O. 



J 

Demostración del Teorema C1. A cada  elemento f de D ( h 0 )  lo definimos 
como  cero  fuera  de R. En particular, si f E Cr(fl) entonces h n ( f , f )  = 

h ( f ,  f) y dado  que CF(R2) es un core  de D( hn) ,  entonces la ecuación  anterior 
es  válida  para  todo f en D(hn) .  Esto  junto con el Lema C2 conduce  al 
Teorema C1. QED 

La sucesión H,. Sea 52, una sucesión de regiones acotadas en R3N con 
frontera  suave,  para  las  cuales  la  bola B, = {x E R3N : 1x1 < n} satisface 

Si a cada  elemento f de L2(R) lo definimos  como  cero fuera de R entonces 
puede  ser visto  como un subespacio  cerrado  de LZ(R3N) y por tanto 

este  tiene la descomposición 

Sea al, el operador  constante alf = f en L,(R,)' y sea Hn, el  operador  de 
Schrodinger en LZ(0,) asociado a un sistema confinado. Sean Ii'n y A'; las 
proyecciones  ortogonales sobre los espacios L2( 0) y L2( R)*, respectivamente. 

Definimos al  operador Hn en L2(R3N) como la  suma  ortogonal de 10s 

operadores Hn, y al,, 
I 

Hnf = Hn,,Kn f + alnli';f para f E D(H,)  . (6.1) 

De  esta definición se sigue  que H, es reducido por Lz(SZ,) y por tanto  tiene 
las  propiedades  siguientes: ( i )  Hn es autoadjunto en L2( R3N),  (ii) o( H,) = 
cr( Hn,) U{ a}, (iii)  Cada  eigenespacio  de Ha, es un eigenspacio of H,. Es 
claro  que H, y HQ, tienen los mismos eigenvalores en [En,, (1) a) y por lo tanto, 
(iv)  la  familia  espectral P,,(X) de H ,  es exactamente  la  familia  de HQ, para 
X < Q (véase [3, Teorema  6.17, p. 1781 o [2,  Cap. 7, pp. 207,2081). 
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Perturbaciones asintdticas. Un concepto  clave  para  nuestros  propósitos,  es 
el de convergencia  fuerte  en el  sentido generaEiza,do para  una  sucesión  de 
operadores  autoadjuntos {Tn}, el cual fue introducido por Kat0 [Z, Cap.81 
para  estudiar  perturbaciones  asintóticss  de  operadores  autoajuntos. E n  lo 
que sigue, los eigenvalores &A de Hsln serán  denotados  por p2' .  ( '  El Lema 
siguiente  es  inmediato  apartir del Corolario 1.6 de [2,  p. 4291 y del hecho  que 
L"? ( es  un core  de H .  

Lema (73. La sucesión  de  operadores {H,} converge a N en e l  sentido  gen- 

cralizado  fuerte. 

El Teorema  siguiente  se  obtiene de la convergencia  generalizada fuerte y 

de la formulación  variacional de los niveles de energía  de Ha y H .  

T e o r e m a  C4. Sean Pn(X) y P( X) las familias espectrales de N, y 11, re- 
spectivamente.  Entonces  para  cada X < cr tal  que X # E ( i )  los enunciados 
siguientes son verdaderos: 
(i)  dim P(X) < 00 

( i i )  (Pn(X)} converge a P(X) en la norma de  operadores y 

dirn P,( X)  = dim P( X) para n bastante  grande. 



que X # E( i ) ,  { Pn( X)} converge a P( X)  en la  norma  de  operadores y ademiis 
dim P,(X) = dim P(A) para n grande. QED 

Demostración d e  los Teoremas 3.1 y 3.2. Sean P(X) y P,(X) las  medidas 
espectrales de H y H,, respectivamente. 

( 1 )  Supongamos  que E(') tiene multiplicidad ml, entonces  hay un con- 
junto p ( j )  tal que p ( j )  = E(')  para j = 1: ..., m'. Además,  hay  una t > O 
arbitrariamente  pequena  tal que 

E(') - € < E(') < E(') + € < < . . . < CY. 

De  aquí  el  Teorema C4 con X = E(2) i c garantiza que P,(E(') 6 e )  converge 
a P ( E ( l )  f 6) en la norma de operadores 

dim P,(E(') + t) = dim P( E(') + e )  = m1 para n grande . 

Esto  junto con el hecho que p ( j )  5 p i )  para j 2 1 [Teorema  Cl(i)]  implica 
que  para n grande hay un conjunto p?) con j = 1 , .  . . , m1 en el  intervalo 
(E(') - t ,  E(')  + t) [3, p. 2041 y obviamente E(') 5 p$.  Dado  que 6 > O es 

arbitrariamente  pequena, concluimos  que 

Sean Q?) and &('I la proyecciones ortogonales  sobre los subespacios  asociados 
al  conjunto { p ? ) }  y a E('), respectivamente.  Entonces 

para n grande [2,  Eq,(5.34), p. 3261. Por lo tanto,  el  Teorema C4 implica 
que {Q?)} converge a Q(') en la  norma  de  operadores II,Ilo: 

tiende a cero  cuando n -+ OO. 
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( a )  Si el segundo nivel de  energía E(’) tiene  multiplicidad m2, entonces 
p ( j )  = 1 3 ( 2 )  para j = nzl + 1, ... . ml + m2 y hay  una t > O tal que 

E(1) < E(’) - t < < E(2) + t < < . . . < cy. 

Por  Teorema C4 tenemos  que 

Y 
dim Pn( E(2! - E )  = dim P( - t) = ml, 

para n grande.  Esto  junto con el hecho que p( j )  5 para j 2 1, implica 
que E(’) = p ( j )  < - ,u;) y p;) pertenece al intervalo (E@) - e, E(’) + t) para 
n grande y j = ml + 1, . . . , r n l  + 7!?.2. Dado  que t > O es arbitrariamente 
pequena,  concluimos  que 

lirn = ( j )  = J p )  P para j = m1 + 1, ..., m1 + m2. 
n+cc 

Sean Qp’ y Q(2) las proyecciones ortogonales  sobre los subespacios  asociados 
a {p$ j ’>  y E(’), entonces 

Qp) = P,( E(2) + t) - Pn( E(*) - e )  y Q(2) = P(  E(’) + L )  - U( - 6 )  

para rt grande.  Por lo tanto, el Teorema C4 implica  que {Q. (2) } converge a 
Q(2) en la norma  de  operadores. 

Repitiendo el argumento (2)  con cada E(’) obtenemos la afirmaciones  de 
los Teoremas 3.1 y 3.2. QED 
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Apéndice D: Cálculo de  valores  esperados en una dimensión 

En  este apéndice  daremos  una  prueba  formal  de la validez del límite 
(3.13)  para problemas  unidimensionales, concretamente  para operadores  de 
multiplicación s(r) no relativamente  acotados por el  Hamiltoniano. 

Consideremos la ecuación de Schrodinger 

G/;)(o) = O ,  para O 5 r 5 o0 y z 2 O ,  

con m potencial V(r)  dado por 

donde &(r)  es  continuo y acotado por abajo en [ O ,  m) y &(r) es  relativamente 
acotado de  acuerdo  con la siguiente desigualdad 

donde E y C, son constantes positivas y E < 1 .  Aquí f (f) denota  la  primera 
(segunda)  derivada con respecto a r y las  eigenfunciones  se  consideran  nor- 
malizadas. 

De  acuerdo con los Teoremas  3.1 y 3.2 las  soluciones  del  problema  de 
Dirichlet 
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siendo 1 1 . 1 1  la norma inducida  por el producto  interior (, ) de L2(0, m). 

De acuerdo con los resultados del apéndice B ,  la  forma hl( ,  ) de la Ec. 
( D l )  es  coerciva:  para t E ( O ,  1 )  satisface 

Combinando  esta desigualdad con (D3)-(D4) obtenemos  el  resultado  sigu- 
iente. 

operadores s ( r )  es el siguiente. 

s ( r )  es continua en [O)  m) y satmisface 

Entonces 



Demostrucidn. Demostraremos el Teorema D2 para una sucesión creciente 
{ R,} que  tiende a infinito. El Corolario I11 (ii) y (D5) conducen a 

Y 
lb(r)+;:),(r)l2 5 Is(r)g(r) l* para fo E [ O : O o )  ( n  2 1). 

Esta relaciones y (De) implican (D7) por el teorema de  convergencia  domi- 
nada  de  Lebesgue. En particular  tenemos que { / ~ . s ( r ) q ! ~ ~ ~ J  (i) } es  acotada  im- 
plicando la validez de (D8) por el  Teorema 1.2. QED 

La  cota uniforme g ( r )  está dada  básicamente por la  forma  asintótica de 
$!z) y la desigualdad (D6)  define la clase  de  funciones ~ ( r )  que  satisfacen 
(D7) y (D8). En efecto, dado  que y +,!$ son soluciones acotadas de una 
ecuación  diferencial  de la  forma 

1 d 2 f  Z(1+ 1) Lf  := --- + f + V(r)f = Ef, 2 dr2 2r2 

y E/: "-f E!') cuando R + 03, es  intuitivamente  obvio  que está dominada 
por la  forma  asintótica de $ [ i )  para T y R grandes. 

Ejemplo. Supongamos  que V ( r )  + O cuando r + m, V ( r )  es  continuo en 
[Ro, cm) para Ro grande y E/zo < O. En este  caso  demostraremos  que hay 
constantes Ao, Al tales que la función 

satisface (D5) con R1( > &) grande,  siendo bo = (-2E/$0)1/2 - c y O < c < 
(-2%?o 1 ( 4  112.  
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( i )  Como se  sabe,  para el potencial  de  arriba la ecuación (D9) con E < O 

tiene dos soluciones linealmente  independientes f k ( E ,  r) (k = O ,  1) las  cuales 
satisfacen 

lim 
T-03 exp[-(bE - c)r] 

f o ( E ,  r >  = o  
Y 

con bt; = (-2E)l/ '  y c E ( O ,  b ~ ) ,  Asi para t > O pequeno y N grande  hay  una 
r ( c ,  N )  tal  que  las  siguientes  desigualdades son verdaderas  para r > r ( e )  N ) :  

ifo(E,r)1 < Eexp[-(bE - c)r], Nexp[(bE - e).] < I ~ ~ ( E , T - ) I  

(i i)  Por  unicidad,  el  problema  de valores  iniciales ( L  -- E,(i))u = O con 
~ ( I z ~ )  = + { i ) ( ~ o )  y G ( R ~ )  = & [ 1 ) ( ~ 0 ) ,  tiene la solución u ( r )  = $i i ) ( r )  := 

fO(I!$')> r) sobre [¡?o, cm). Ahora, si I& es  bastante  grande el parámetro  til^ = 

IR - E,(i) es pequeno  para I2 2 no y por teoría de  perturbaciones  analíticas 
la  ecuación (1: - EIR)zi = O con las condiciones  iniciales anteriores  tiene  una 
solución única, que  denotamos por fo(E,, , r) la  cual es continua  en EIR, y 
1111 resultado  similar  ocurre con f l ( E I R ,  r), Esto muestra  que f k ( E ,  r) es 
continua  en  la  variables E y r con E: E [E,('), E;:] y r E [O, m) y por (D3) 
obtenemos 

( a )  

(4  (4  

ti) 

i 

f 



uniformemente  acotada  sobre  el  conjunto [E['), E[jO] X [Bo, m) del plano ET: 
para  cada E. > O hay una R1 (que solo depende  de E)  tal que 

siendo RI(> Ro) bastante  grande.  Por IC;),] < c;) basta con mostrar  esto 
para f o (E ,  T ) .  Sea z = l/r, de (ii)  se sigue  que 

es continua  para (E, z)  f [E/i ) ,  E$o] x (O,  1/Ro]. Dado  que ho(E,z )  -+ O 
cuando z --+ O + ,  tenemos  que  la función 

es  continua  sobre  el  conjunto compacto D;I = [E[", E/ jo]  x [O, 1/Ro] de  plano 
E z  el cual  dotamos con la norma  usual del plano  complejo  (cualquier otra 
norma  es  equivalente). De aqui se  sigue que h ( E ,  z )  es uniformemente  con- 
tinua  sobre Di,: para  cada E > O hay  una S(€)  tal  que Ih(E,z) - h(E ' , z ' ) )  < 
c si [(E-E')2+(z-z')2]1/2 < ¿?(E) with (E, z) ,  (E', z') f D;i. En particular, 
si E' = E / i ) ,  z' = O y E = E,[z obtenemos 

pero  por  (D3),  dada  una S( E) hay  una Rh tal  que O 5 E# - El(') < ¿?(e) para 

toda R > Rh (es  claro  que &(E)-' > Ro para c muy  pequena).  Por lo tanto, 
si R1 = max(Rh, &(E)-'} se  sigue  que fo(E, r) esta  uniformemente  acotada: 

(v) Del  Corolario D l  ( i )  y l a  desigualdad  de Sobolev  es inmediato  que el 
conjunto {+$1A converge uniformemente a +!i) en [O, R ~ I  y por tanto está 
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acotado por una  constante A(Rl). Esto y (D11) muestran  que g ( r )  dada por 
(DlO) satisface  (D5).  De  esta  manera, si ~ ( r )  es real  y  sat,isface 

rcc  

el  Teorema D2 y (D8) son verdaderos. Claramente  esto  incluye  cualquier 
potencia  positiva de r. 

Nota  Dd. Siguiendo  las  ideas del ejemplo de arriba podernos encontrar  a  la 
función g ( r )  apartir de la forma  asintótica de Q!~). Por  ejemplo, si V(r )  = r 2 

entonces $/*)(r) N exp(-2r2) de manera que la  clase  de funciones s ( r )  que 
satisfacen  (D6) es mayor  que la clase  de  funciones  que  satisfacen (Dl2) .  Por 
lo tanto, uno puede  esperar  que la familia  de  funciones s ( r )  que satisface 
(D8) es más  grande  conforme V ( T )  tiende a infinito  más  rápidamente  cuando 
T + 00 y obviamente  esto incluye a cada  potencia  positiva de r. 

La formulación para problemas en (-m,  m) es  similar 
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