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INTRODUCCION 

La técnica  de  dispersión  de luz estática fue, por varias dédas ,  

una de las más usadas para ' la  obtención  del peso molecular promedia  pesado  de 
unia ,muestra  de  polimero  en  solución. 

A partir del  desarrollo  de la técnica  de  dispersión  de luz dinámica, y sobre 
w o  a partir  del uso generalizado  que se le ha  dado a los  correladores digibles, 
ésta técnica ha  aumentado  considerablemente su campo de  acción:  además  de  reducir 

drldicarnente los tiempos requeridos para la obtencion  de  algun tamaño prome- 
di+  característico  de un sistema polimérico y su distribución, h variedad  de 

prbbilemas  suceptibles  de  analiaarse se ha  incrementado  enormemente. 
En este  trabajo se muestran tres mékdw; nuevos  de  xaracterización  de  cadenas 

p#méricas  en  solución,  mediante el u80 de la t,écnic8  de  diipersión  de l u x .  
La técnica  de  velocimetria  Doppler  con l h r  en sistemas  mecanicamente  exci- 

taidos, la cual se reporta  en  el  Capítulo II de &te  trabap, consiste  esencialmente 
ed  hacer  dispersión  de luz en una celda la cual es montada en un excitador pieso- 

dbrico que  la  mueve  en  forma  armónica.  Debido  a la diferencia en dendades entre 
lap moléculas  de  polimero y el  fluido  en  el  cual e s t á n  disueltas hay, además  del mo- 
vhiento difusivo de la partiíula, un movimiento  de  sedimentación  causado por 
d~ campo de  fuerms  externo. La función de correlación  para este caso consiste 
dd un tiirmino  difusiro  decayente & un término  armónico  cuya  amplitud es modulada 

la parte difusíva  decayente. En base a esta función  de  correlación, es posible 
obtener los coeficientes  de  difusión y de dimenbción para  calcular  el peso 

fiiokular de Is muestra. 
Un campo de  aplicación  natural  para esk tipo de técnicas es de los wpoli- 

nie~os to8 cual= consisten de cadenas poliméricas  formadas  por dos diferentes 
c h  de  monómeras. Este tipo de siskmas presenta la dificultad  de  que,  debido 
a1 hecho de que la composición  quimica de la muestra es polidispersa,  et  perfil 

dd inkndades de la Ius diapermda to modifica produciendo Iw llamadoe valorelr 



aparentes  del peso molecular.  Para  corregir  por este tipo  de efectos, se requiere 
el conocimiento  de los dos primeros  momentos de la  distribución  en  composición 
para  poder  obtener  la  funci6n de didribnución  real  de pesos moleculares. ER base 
a bn modelo de copolimeriaación  lineal  desarrollado  en  el  Capítulo 111, es po- 
siblb obtener  información  sobre  la  función  de  distribución  condicional  para la 

co&mición quimica de  la  muestra.  Usando estos momentos, ¡as expresiones  para  la 
fun%  de  correlacion  de la intensidad  de  la luz dispersada son  corregidas y en 
codwcuencia la función  de  distribución  real  de pesos moleculares se olrtiene. 

En base a la idea de  tener  celdas  de  dispersión de luz mecaniwmente  exci- 
tadbs, en  el  Capítuio IV de este trabajo, se propone  una  aplicación  de  la  técnica 
de  cliispersión  de luz en  soluciones  semi-diluidas  de  polimero para Is obtencidn  de 
prajpipdades elásticas de  dichos  sistemas.  Cuando  en una solución  semi-diluida  de 

poltmero se ejerce una  perturbación  externa  de  forma  armónica, hay UR defasamiento 
entire  la dia l  que perturba y la respuesta  del  sistema. En base a un modelo visco- 

elá&ico  lineal es posible  calcular la dependencia  del campo eléctrica  dispersado 
en ~ función de la deformación de la muestra.  Con este resultado se calcula la 
f udción de  correlación cruzada del  campo  eléctrico  dispersado y la señal que  al¡- 
m q h a  al elemento  excitador, lo cual  permite  el  ciilculo de l o s  módulos elbticos 

función  de la frecuencia. 

- ."I.. ." . . . .."... ..... 



CAPITULO I 

I-- TEORIA DINAMICA DE'DISPEWION DE LUZ 

Dispersidn  de Ius ha sido una Gcuica tradicional  para  el estudio 
de itamaño y peso molecular  de  moléculas de polimaro em solución. 

Desde los  trabajos  pioneros de Rayleigb (1, 2) B finales del siglo p a d o  

(¡&I, la) hasta nuestros dias, pasando por contribuciones tan importantes 
wine, l a s  de Mie (3h Smoluchouski (4). Ensbin (5). Debye (6, 7), etc, esta 

Wnica ha sido reconocida como una d i o s a  henemienta  para  el  análisis del 
tainaiio, forma, peso e interacci6n  de psrticuks grandea  disueltas o suspendidas 
 en^ un liquido. 

Cuando se hace imi¿¡r radiación electromagnética d r e  una  molécula, 

dispersar, o sea por la molécula, y se produce una  emisión  simultanea  de  otro 

qriank, coa energia Ií@' y frecuencia O' ; isk es d proowo bbico de dispet- 

sib. 



Capitulo I 

r e c h k  avances en ias técnicas de I h .  Debido a la disponibilidad de 
fuemk láser de  alta  potencia, es m b l e  medir los bajos niveles de in- 
bmdad de la I u s  d'ispersada ineládioa, lo cual ha ampiii enormemente 
el ampo de  acción de la  técnica  de  dispersión  de luz h. El estudio de 
la estructura y la dinámica de una  diveraridad  de sistemas como por ejemplo: 
d i d o s ,  s o l u c i o n e s  de polímeros s i n t é t i ,  c r i s t a l e s  líquidos, &es, s~lucio- 
n e  de bbpoiimeros, membranas, suspensiones coloidales,  eto.,  ha sido posible 
deljido a e& hecho. 

El anilkis ¿el mimiento en  la  frecuencia  de Ls l u z  dispersada, su  dis- 
tribución angular de intensidades y su polariión, permiten  .obtener in fma-  
ción mbre la  estructura y la  dinámica  de t a l e s  sistemas. 

L-1 TEORSIA ELEXX'ROMAGNETICA 

Aun cuando  la  teoría de dispersión  de hr I u s  puede ser desarrollada  en 
ba$e a la teoría c u á n t i  del CSIII'~O, Is mayoria de los resultados de ésta, 

dihren poco y en muchos cssos son idinticos, a la teoría clásica de disper- 
sióh de la Ius 

Por h t a  m&, trabajaremos en el marco de  la teoria eledromagnética clá- 

sica haciendo infasis en fa información  que el espectro de disptrsión de ius 
no8 dá sobre  el sistema físico bap consi¿eración. 

Para la boda electromagnética  clásica,  el  fen6meno  de  dispersión se d6 
owcndo un campo electromagnético  incidente,  acelera las carps en  el volumen 

d-r produciendo que dichas c a r g a s  radien ius. 
Dividamos el volumen dispersar en eiemtntos de volumen pequeiios compa- 

rada al  cubo de la longitud de  onda  de  la  onda  incidente. Los átomos de 
subregiones experimentan  aproximadamente  el  mismo campo eléctrica. 

HE& que hacer n d s r  que en estos pequeiio8 elementos de tdurnen, el número de 
paiti~ias dwsoras tiene que ser grande  debido a que es necesario  efectuar 
un prdi sobre las diferentes posiciones de ias partículas en la  subtegión. 
Dabdo ai hecho de que la correlación entre diferentes puntos del medio dis- 

2 



capitulo I 

perm ado m extiende a distancias molecolares, la lut  disparsada proveniente 
de diferentes subregionos no es &ente; en amsecuencb la in- ¿i- 

d@ total vendrá dada por la suma de I a s  contribuciones  de l a s  distintas sub- 
regimes. 

Si cada subregión es ópti-te idéntica a las demás (o sea que tienen la 
mima constante dieléctrica), solo &ab& luz disperda en la  dirección  del has 
inuidente. &to es asi debido a que l a s  ondas dispersadas por cada subregión 
son idénticss  excepto por un factor de C a s e  el cual depende  de la posición rela- 
t i~a  de cada uno ¿e esbs elementos de vohrmen; en consecuencia,  para cada sub 
región existe otra cuyo campo d i s p d o .  es idéntico  en  amplitud pero opuesto en 
fsat, produciendo de esta manera una csnceiación en todas dirwxiones excepto 

en la dirección de la radiación incidente. 
Si s u d e  que l a s  regiones 8on ópticarnenb  diferentes, o sea que tienen dife- 

rente$ constantes dielictticas, entonces las amplitudes de lrrs ondas dispersad- 
por d a  subregión  no son idéntica? y n0 hay una cancelación  completa. 

Desde este punto de vista, la Ius  dispstsada'es una consecuencia de fluctua- 
& d m  l o c s l e s  en la condante d i e k t k  del medio (5). Debido a que la constan- 

te ~ dieléctrica depende de la posicib y orientacih de las mblas, estas 

flu+wiones provienen del incessnte movimiento de éstas (transtacih, rota- 
ci& f más altos modos normales  de moriminto. 

Vamos a suponer que el d o  dispersar es homogeneo, i s o h ó p k o ,  no con- 
dudtot, no magnXko, no absorbente y neutro (o sea que l a s  densidades de 
crrtgs y corriente m cero). Con h hipótesis, l a s  ecuaciones de Maxwell 
toffb ts forma: 



cgpitulo I 

Adioionalmente tenemos la selación entre el campo eléctrico 8 J tl a m p o  

de ihducción eléctrica 9 

s i d o  &fv, I) ti tensor de permititidad eléctrica  del medio. Es conténiente 

en idande co es la pnmitividad promedio  del medio, bc (1.. 4) denota el ten- 

derdron términos lies en &; términos de más alto orden son des- 

prwiiadas debido al hecho de  que l a s  fluctumiones en la permihidad son 

mudha menores que C, 

4 
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bpítulo I 

pe&itiendo escribir l a s  ecuaciones de Maxwell (1-1) a primer orden en Is 
airrjieab forma: 

5 
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caw incidente 3 oi m 

Inkoduciondo 

amplitud d d  campo, Ai es el rcctOr de onda del 

frecuencia  angular. 

en (1-12) la forma explícita  de &o y haciendo uso de (1-10) 

7 
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Capitulo I 

en dende 4 = mp/T siendo p un enkro positivo. 

8 
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capitulo I 

L-2'DISPERSION DE LUZ POR MACRO-MOLECULAS 

Hemos obtenido una expresión  general para el campo eléctrico disper- 

d b ,  en la región  de  radiación,  producido por fluctuaciones  en la constante 

diehrica del medio.  Como  relacionar l a s  fluctuaciones en la constate 
&$&ii con l a s  propiedades  de los centros dispersores, es el  siguiente 
pesb en esta teoría de  dispersión  de  luz, y es el  que nos permite la obten- 
& & Is &ctura J la dinámica de  macromoléculas en solución. 

Cano ya mencionamos, son l o s  morimienbs  térmico8 de hs macromokdas 

las tesponsaks de las  fluctuaciones en  el  tensor dieléctrico, y en cxmrpecuen- 

cia  el campo eléctrico  dispersado  variar6  en  forma aleatorii. 
El problema  de  evaluar l o s  cambios en  el  campo de 1- incidente (cambios 

en ~ Ipdarisación, mimientos en frecuencia,  distribución d a r  de  intensi- 
&c(e$, ek.) debido a su interacción  con  el sistema d m r s o r ,  puede ser 
deS/chb en &mínos de funciones  de  correlación temporal de las variables 

dinkdcas, l a s  cuales en nuestro caso corresponden a las componentes  del campo 
eté&co dispersado. 

Al promedio  temporal  del  producto de campos eléctricos dispersados,  eva- 

14ds en tiempos diferentes 

10 



capitulo I 

la función  de  correlación produce: 

que ~zltga al  detector con una  frecuencia 01 cs. 

en 'dende b es la intensidad del has incidente;  notamos  que la densidad espec- 

hll diepmde  de Oi y de G+ solo a traves de su diferencia 

w = wi - Of (1-341 
El movimiento  de las moléculas en  el  volumen  iluminado  produce  un  corri- 

rnidnlo O Oi - 01 en la  frecuencia de la luz  incidente. EBte es un efecto 

Do+pler. 

En el caso de  que b c i i  (v 4) no dependa  del timpo, no hay bl corri- 

midnlio en la frecuencia de la I u s  dispersada; o sea que  la  Ius dispersada 

prdrchriante de fluctuwbmes "congeladas", tiene Is misma  frecuancia  que la 
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xabilidd en lugar de fluctuaciones en el tensor  de permititidsd; como & = Idc~, 

Is ecuación (1-35) se transforma M: 



Capitulo I 

En el espacio de Fourier , la ecuación (1-37) bma la forma: 

I 

Si denotamos por 4 y por l o s  vectores de  posición  del  centro  de I 

ma@ de la molkula j " y del  monómero m de  la  molécula j relativo 
al dentro de masa, respectivamente  (ver  Figura 1-3), entonces 

La cantidad  entre  corchetes nos dá h contribución a la polariddidad debi- 

da ~ a rotación.  vibración y demás altos modos de  movimiento,  mientras  que la 



(Et-I) 



Capitulo I 

debido a que todcm los rnonómeros  son  idénticos. 
En general, los segmentos  de la cadena o monórneros  son  centros disper- 

sorw sin estructura  interna (ver ecuación [€-W)L o sea que tienen  una 
pol&ipsbilidad constante; l o s  cambios en polariaPbilidad debida a su movi- 

miebb alrededor del centro de masa,  vienen dados por erp +,.(o. 
Cod esto, la ecuación  anterior  la podemos escribir wmo: 

El promedio ( exp *Ni)) puede B ~ T  evaluado en fa siguiente forma; 

det$do al hecho de que el promedio  temporal  puede . s e r  reemplazado por un 
prob i o  sobre et ensamble,  entonces 

(NP, r)/at) (1-48) 

*do D el coeficiente de difusión la '$&íla. En el +$io de Fourier, esta ecuación toma la forma: 

15 
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Capitdo I 

en dbrrde  hemos  introducido 

[i-51) 

la q k a 1  es la poiarisabilidad rnobdar. 
Solo res ta  efectuar  el  promedio  sobre  el  movimiento  de los  monbros 

respbdo 81 centro de masa. Vamos a hacer la aproximación  de  que  el úniw 

marhiento relevante  de la molécula es el  de  translación  del centro de 
Este tipo de  aproximación es comunmente  usada  debido al hecho de que es 

válih cuando la molécula  de  polímero es pequeña, o cuando se detecta la 

Ius ~ dispersada a bajos ángulos (q+O), o en  el caso de p a r t i c u b  mtoidsbes, 

comb deras  de latex, en las cuales  el Único movimiento  que ellas poseen es el 
de  hamslación. Bap esta aproximación  obtenemos; 

s i d o  wy) el  llamado fmtor de estructura o factor de forma, definido por. 

Squc, la  doMe  suma  va  sobre l o s  segmentos de Is misma mol6cula. 

El fador de estructura *y,) dá la distribución  espacial  de monk 

m- de la cadena de  polimero. Como cada segmento de la cadena es un centro 

di-, la  Ius  dispersada por cada  -mento llega al detector con diieren- 

t e a :  fases produciendo  interferencia, lo cual  resulta  en  una  disminución 011 la 
intdnsidad t o t a l  de la, luz dispersada que alcanza d detector. 

Si calculamos la diferencia  de fase entre  la lw dispersada por dos &e- 
rmw monómeros  de una moI6cub  de  polimero, ésta vendrá dada por la idifc 
renbkh  de  caminos Ó p t i  (ver  Figura 1-4) 

16 
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Capitulo I 

factbri de inkfierench GS: 

y domo la  posicidn  de Jos monheros cambia  con  el  tiempo,  tenemos  que tomar un 
proin#io d r e  l a s  diferentes configuraciones  que  puede tomar. la cadena, o sea 

(1-57) 

per@ esto no es otra cosa que el factor de eskructura qv) ; o sea que 

e&! factor es debido a un decto de  interferencia  entre la luz dispersada 

m6b adelante obtendremos  una  forma  asintótica para *v) vClida para peque- 

íW $rtgulo8 (7 -+ O) J formas arbitraiias de moléculas  de pdimero. 

1ss conveniente reescribir la función  de  correlación (1-53) en  términos 
de I@ concentrsción  de masa ' c y de la  polsrixabilidad por unidad de masu 



Capitulo I 

en  dende el subíndice ” Y ” en y&, 1) indica que la F U ~ C ~ Ó R  de correlaci6n 

es b w d a  por unidad de  volumen 

Mido a que esta relsciouado con el exceso en la mns- 

(1-62) 

c - &o = (&&/&)& (1-64 4 t@ hemos retenido  términos lineales en la concentracióa De l a s  rela- 
cid& (1-63) y (1-64) obtenemos 

Debido a que c = up en  donde, como antes, ” n ” es el  índice  de refrac- 

ci& M sistema, la ecuacih (I-&) dta en: 

&, = n / z n O ,  nv/za 

&h¿o v el incremento en el  índice  de  refracción defiiido coma 

v = (&/&)o j1-m 

Introduciendo (1-66) en la función de amelación (1-61) Uegamos a 

18 



Capitulo I 

del  ihcfemento en el indice  de  refracción.  Dicho  incremento, el cual es medido 
con un  refractómetro  diferencial, juega un papel  decisivo en la intensidad  del 

d v s a d o .  obtserramos  que T,,(p 1) depende  linedmente  de la con- 

centlrdción de la solución y del peso molecular del polímero. 
Respecto al  comportamiento  dinámico  de  la  función  de correlacih, remos 

que  tiene  un  decaimiento  exponencial en el  tiempo  el  cual es gobernado p o r  el 
d i + e n k  de difusih de la partícula.  Sin e&argo, la expresión (1-68) solo 

es 4álidS para soluciones  de polimeros infinitamente  diluidas. 
Vamos a  introducir  en nuestras ecuacionee l o s  efectos de polidispersidad 

en ti ' p e s o  mokcular. 
Lw ecuación (1-68) puede generalirse al caso de  una  muestra de polí- 

m- la cual es polidispersa en peso molecular de la siguiente  forma:  supon- 
garitas que la muestra esta formada p o r  una  colección de fracciones m o n o "  
per$@, cada  una  carackrisada por una  concentración 

pars la freccidn a i ", tenemos 

a Ci a; por IO tanta 

y de aquí, usando un  principio de superposici6n válido  para  soluciones  diluidas, 
podehos obtener h intensidad t o t a t  de la lur dispersada 

I 

I 

I 

I 
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en el inkrtalo (M, M+dMl En (1-71) hemos hecho explicib La dependencia 
del doeficiente de difusión y del factor de estructura oon el pew, molecular. 

Para pequeños ángutos '&+O] y moléculas do forma arbitraria,  et 

f a c b a  de estructura q v J  puede ser escrib (#, t2) (ter Apéndice A-1) como: 

$ln(k. 4) = K*n2u2c I M  f,(M) (exp -$NI1 - q W / 3  &M (1-72) 

en 4obde 

K' = I o k ~ / ( * ~ o R r n a  (1-73) 
y Rg2 es el radio de giro  cuadrático medio definido como el rnomenb iner 

-to al centro de masa por unidad de masa (ver Apéndice A-1). 

L-3~ DISPERslON DE LUZ ESTATICA 

& esta sección rermos como la dir ihción  aqpdar de la intensidad 
-da d i  información sobre el per#, molecular y el tamaño de las molé- 
a u b i  de p o l í o .  

- .  . 

Para obtener la  distribución a n g u l a r  de intensidades, basta evaluar 

9,$qS 4) en & = O. Al hacer édo en la ecuación (1-71) obtenemos 

&(y,) = K*n% M f,(M) N p  M) dM 

o, &ibiendo *y, M) en función del radio de giro, resulta corno: 

(1-74) 

(I-74*) 

(1-75) 

, , .. . 
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(1-76) 

el  !promedio (1-75) es Uamado  "promedio pesado" o "promedio pondemi", 3 

el  paomedio  en (1-76) es llamado "promedio ". Con estas definicioaw la 
ecu4ciÓn ([-M*) toma la forma: 

9 4 )  = 

Esta ecuación  muestra 

K*n'&A&,[ 1 - q~\~),/3] (1-m 

la  primera  corrección  diferente  de cero a la inten- 

sidaid de  la  Ius  dispersada,  debida a la  estructura  de l a s  partículas (v # O). 

Es costumbre  escribir la ecuación (1-77) en  la  formx 

De manera  análoga se puede  obtener la corrección a la intensidad dispt- 

sadh debido a  efectos de  concentraciones finitas- 
Mitras más concentrada se vuelva  una  soiución, mayores serán log efec- 

t o 8 1  de  interferencia producidos en la I= dispersada por ceda  molécula; en 
con/#iclrencis puede esperarse- que el  primer  término  de  corrección por concen- 

tr*& sea proporciaonat a " cz 

en b d e  @ es el segundo coeficieortc dd. ririii de la wluciór~ 

En base a l a s  ecuuciones (1-78) y (1-791 Zimm (l3) desarrollo 

un ~ rb&odo de  doble  extrspolación a cero  ángulo y cero concentración. Actual- 
mcfitt este m M o  es usualmente llamado "gráfica de  Zimm"- 

El m&todo de la  doble  extrapolación ¿e Zimm conrriste en g r a f i i  

K*W%/Yldy) versus (q* + ckc] (ver  Figura 1-51 en  donde esta constante se 

intwuce solo p o r  conveniencia  para  hacer la &ica; esla constante a- 

el Mlor de " c " al intervalo  de ' q' '. 
' ,  

Este ha ido, por dicsdas, el  método  tradicional para o b r  d p##, 
mc&bular promedio pesado de  una  muestra  de  polimero. Es imporbnk hrrcsr 
h t  que debido. al hecho  de que m posible d r  todarr hrs mntkhdea in- 

,! 
' ,  

n 

I 

I 
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lucradias, éste es un método  absoluto para medir el peso molecular M,,. 

1-4 'DISPERSION DE LUZ DINAMICA 

En la d n  anterior mostramos como la diiibución angular de la 

inteddad de la luz dispersada ft.ra,' dá  información  sobre  el promedio M, 

del e molecular,  el  promedio (%I, del radio de  giro y el mundo 

caiidiente ririal /? de la sotución. 
Andiremos ahora la información  que pude s e r  obtenida  de la función  de 

conielw6n kmporal  ya sea del  campo  eléctrico dispersado (túmica M i n a )  
o d t  la intensidad  de  la I u s  dispersada ( h i c a  homodina] (M 6 6 #i 

Los métodos  de  mewrlado  óptico  son dos para el estudio  de procesos 

din&icos  moleculares en una escala de  tiempo más lenta que lad m 
Pa& procesos m% ripidos que édos, se adumbra usar métodos de fikrado 

conp rejillas de  difracción (tiempos del orden de 10"' sed o inkr- 
fer&dms de Fabry-Perot (tiempos en el  rango  de lo-' m a 10"' se!&) 
(vet  Figura 1-61 

En Gste trabajo, 8010 nos limitaremos a rdtodos de mesolado óptico debido 

a qqe 1013 procesos dinámicos  que no8 inkresan, difusión de ~ r o m d i c u l ~ ,  
csLc/n I t n  el dominio de estos rnétodcts. 

En l o s  métodos de  metclado óptico, ningun Yitro" (como re*  de 

difiahión o interferómetro de Fabry-Perot) se coloca entre la celda de 
dispalrsidn y el tubo foto-multiplidor ("M); la  Ius dispersada alcanza 
di*menk h superficie  sensible  del fobc6todo. 

En el mitodo homodino, solo Is lux dispersada alcanza el foto-cábdo, 
mihtras que el método heterdbo, un oscilador i d  es merclado a m  la 
IUS  dispersada antes de alcanzar . .  el foto-cátodq es usual usar park del 
hat jindenk sin dispersar como el osoilador local 

~ El tubo foto-multiplicador es un detector  de l o s  llamados  de %y cuadr6- 

V i d  errto sigtifiicsl que la corriente de sglida i(r) es proporcional al cuadra- 
l . .  



do  del campo eléctrico  incidente qi) Htf. Debido 

drado  del  campo  eléctrico  incidente es proporcional a la in 

Capitulo I 

C" a que  el 

hsidad de la luz 
(o w, proporcional al número  de fobnes), la  salida  del TFM es proporcional 

a la1 ihtensidad  de  la lut  que  le  llega. 
La salida  del TFM se pasa a krsres de un auto-oorrelador  el  cual  calcula 

la ftmiórc 

Por analogía  con  la  función 9 4 ~  I,), vamos a definir. 

(1-81) 

lla$&hdola  Yunción  de  correlación  homodinan. Esta es la  salida  del  auto- 
codelador cuando solo luz dispersada  alcanza  el TFM. 

La función  de  correlación  homodina  puede  relacionarse  con la "función  de 

cortelaci6n  heterodina' 9 4 ~  b) definida en (I-%), usando la "aproximacidn 

ga&iena' (ver Apéndice /-.S A-2) en la  cual se supone  que las fluctuaciones en 
la b t a n t e  dielictrica #una wtadistica gakana. 

En el método heterodino,  una  pequeiía parte del haz incidente  no-diapers8do 
se rtroscla con la Iw dispersada  antes  de  alcansar  el TFM A esta p e q u e  
pa& del haz  incidente se IC - llama "oscilador locai'. En general,  el mi- 

I 

ladbrl local puede ser cualquier  radiación  electromagnética que tenga la mis- 

mal  lfrecuencia  que  el  hat  incidente,  con intensidad constante y mucho  mayor 

qu+ la inknsidad  de la luz dispersada: (Eol (t)l >> I& (¿A y que sea esh- 

didhtamente  independiente  del campo eléctrico dispersado (abunas reces, luz no- 
dislpbrsada.es  modulada  para  que su frecuencia 8e8 diferente a la incidente). 

I 

I 
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en dotde 

101 = (I&&) 
y 1) est5 dGfmida en (1-35) r 

Bap la  aproximación  gaussiana, ternos que  la misma información esta 
mukenitla en cualquiers  de las dos funciones  de  correlación.  Debido  al hecho 
de que toda la  ’dependencia  temporal  en la función  de correhi6n es debida 
al  mmimiento de difusi6n  translational de la macromolécda, la diferencia 

entte Y[? t) y 3 $ ~  t) Bs que la ptimera relaja con un tiempo 

(q*b)r1  mientras  que la segunda lo hace con un tiempo (2q*D)”. 
Debido a édo, solo hablaremos  de  una  de las funciones  de  correlacibn. 

De las ecuaciones [I-71) y (1-73) obtenemos. 

I 
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ri = qpDi (1-86) 

y hemos denotado 944) = t). recordemos  que la suma va sobre  el  número 

de tspccies que forman. h muestra  polidispersa. 
Usando  la  relación  de Elinstein para  el  coeficiente  de  difusión, podemos 

diti (M) 

D = kT/C (1-81) 

&de el coeficiente de  fricción  de Stokes entre la molécula y el  solvente,  el 

cud ts dado par (para la  condición  de  frontera  de  adherencia) (El) 

= 6TV7Rh (1-881 

en dionde 9 es la  viscosidad  del  solvente y R h  es el  radio hidrodiná- 

mido de la partícula  (el  radio  hidrodinámico es el  equivalente  al  radio  de 
unti ddera dura). 

Usando l a s  relaciones (1-87) y (1-88), podemos escribir la relación  de 
Stub-Einstein como: 

D = .kT/brrr)Rh (1-89) 

De esta relación  yerno6 que mol6culas de diferente  tamaiío,  tienen  diferen- 
tes~ tiempos de relajación 

T r" = mqRh/q%T (1-90) 

lo q u a l  significa  que la función  de  correlación  será una super-posición  de 
ntpiomenciak decayentes, cada una  proveniente  de conjuntos de moléculas @ 
dkb tienen el m h o  tamaño. 

Debido a isto, es costumbre introducir una fynción ts(r) llamada "función 

de Wribución de  ancho  de  linea", cuyo significado es el  siguiente. 

qbbr  IS la fracción de la inhsi¿ad total  dispersada proveniente de moléculas 

c+#mdas p o r  un coeficiente  de  difusión  en  el  intervalo (D. 'D.¿D) siendo 

dI'-+ q*¿D.. 
, ,  

EU h i n o s  de wr],-In ecusción (I-SS) LB podernos escribir: 
~ 



Capitulo I 

o, em limite  continuo 

t) = j qr) exp -rt dr (1-91) 

La relación  entre la función  de  distribución  de  ancho  de  linea qr) y 

la  función  de  distribución  de pesos moléculares f,(M), puede  obtenerse 

de la siguiente  forma:  de las ecuaciones (1-71) y (1-73) tenemos 

4) = K*n"$cI  f,(M)M (exp -flM$hp M) dM II-W 

en  donde  hemos hecho explícita la dependencia  de l' y 87) en  el peso 

moletidar. 
Para  moléculas  de  polímero  en las c u a l e s  kxios los monómeros son  idén- 

ti*, el tamaño de  la molécula (o equivalentemente su diciente de  difu- 
si+) y su peso molecular esGn  relacionados por: 

I' = k&I" (1-93) 

sietdo ésta una  relación  empúica  del  tipo  conocido como 'relación  de Mark- 
Hduhak' (20). El exponente ' a . " depende  de  la  forma  de la molécula 

y le1 coeficiente de  proporcionalidad " kD " depende d e l  tipo  de  monómerq  ambas 

-den  de  la  temperatura. 
Para cadenas ideales " a = 1/2 ', y para  el caso de cadenas reales  hincha- 

darb ' a = 315 '- 
La relación (1-93) nos permite (2t' hacer un cambio de  variable 

en 'qr) y generar  la  función  de  distribución equivalente ea Is variable 

' M " , O s e a :  

m M )  = 1 6(M - lsdr''') dl" (1") 

(1-95) 
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o sea que 

Jqrbr = K'n'gc S f,[M)M M ~ M  (1-96) 

RM) = f,(M)@@ M) = 1 WrMM - kIDT 11s )a r 11-97) 

Usando (1-95) y (1-96) conseguimos 

en dlottde  el  factor K'n29c fue  absorbido  en  la  normalización  de  f,(M) 

Para  pequeños  ángulos,  debido  a  que  el factor de estructura  tiende a uno, 

ests hpresión  toma la forma: 

f,(M) = [qr)/Mz6(M - k'$"s)dI' (I-@) 

Usualmente se escoge corno modelo para qr) una suma de  funciones 

deltia de Dirac (ter Figura' 2-71 

qr) = Ci Q i a ( r  - ri) (1-98) 
Con este modelo para la función  de  distribución  de  ancho  de linea, y ha- 

cietkdo uso de la expresión (I-@), podemos  obtener para la función  de dis- 
trikdión de pesos moleculares (ter Figura I-8k 

en ddnde 

Mi = k;r<'1' 
y aidiionalmente  tenemos la condición de normalimción 
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obtener  el  valor M, haciendo uso de dispersión  de luz estática; es este valor 

el cual nos permite centrar la  distribución  de pesos moleculares. 
En  general, la salida del  correlador es un conjunto  de  valores numé- 

riw de  la  función  de  correlación:  uno por cada  canal que tenp el  correla- 
d& Si denotamos por 1 " el número  de canales del  correlador y p o r  " m ' 
el número de funciones  delta en la  funcZn qr), entonces l a s  ecua- 

y (1-98) producen un conjunto  de  ecuaciones  algebraicas  de 

exp -rt 

i h d o  C, el  valor  numérico  de  la  función de correlación 

(I-loo) 

en el  i-ésimo  canal 

(a sea, a1  tiempo 4 = i7 en  donde T es e1  tiempo  de muestreo),  (exp -rr) 
e$ una math rectangular  de 1 X m y Q, son las amptitudws  de la; 

fdndión  de  distribución  de  ancho  de  linea. 
Debido a que usualmente " 1 > m " este es un problema de l o s  llamados "sobre- 

er$ptkificados", em los  cuales  el  número  de incognitas es menor que el número 

dd dab. Uno  mide  el rector = (C, C, . - . , CJ, ae conoce la matrix _-  
2"- Al= t. ., exp -r& J 8t trata d e - c o m r  el vpctor 5 = Q, 8 8 .  - .  , Q.). 

IQ problema de invertir la d (1-100) 
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x = d-% (I-m) 
para este pa 'cular kernel de Laplace,  presenta la dificultad de "ma1 condi- 

ciobbnienb", f,,la-) cual significa que l o s  eigenvdores de' d decaen a cero en 

fenin& extrMnadamenk rkpids reduciendo  el número de 'elamentos independientes 

de itrformación" que  pueden s e r  recuperados. En el Apéndice  A-3, se analiin 
los problemas  del m a l  condicionamiento, sin embargo es importante hacer notar 
aq6 que  mientras mayor sea el  ruido  que wntie  la función de correlacih, 
mehop eigenvalores (o tambien llamados  "valores singulares") pueden ser r e  

braMs. 

P\ 

29 

I 



CAPITULO I1 

IL- DISPERSION DE LUZ EN SISTEMAS 
MECANICAMENTE EXCITADOS 

Se ha cbesorrollado una nueva knica a m l i t i  para la determina- 
de ddribucii en peso de g o l u c i o n e s  diluidas de polimero de alto 

pesk molecular, o suspensiones ¿e grandes partículas coloidales. Esta nue- 
va ' kécnica hace w de la ecuación de Svedberg (=) b cual relaciona 

 loa^ @oefbienk de  difusión y de sedimenbción coa el peso molecular, siendo 
VW en el regimen  diluido. 

La velocidad de dimentación puede dekrminarse por medio de velocirne- 
trid Doppler con Idser cuando la c e l d a  de dispersión est6 supta a un campo  de 
f d  vibrational &no. 

Cuando ate movimiento se acopla con un movimiento  de  difusión tra~1818- 

-1 debido a Is inkracción  de la parlicula con el  fluido  que la rodes, 
la &&ribución de pescm rnoleuuhres  puede obtenerse en forma absoluta. 

En presencia  de  un campo de fuersas vibrational el cual puede SGI obtenido 
paiiendo 8 oecihr ht alda de dispersión de luz, la función de corre!wiÓn 
teulp@ml, a primer orden en la amplitud de la o s c i l a c i ó n ,  a m t i  admw 

d e l l  kmino difusivo decayenk usual, un término armónico cuya amplitud de- 
d d t j  del d i k k  de Sadimentación y el cual w modulado por el término 
dif@vo decayenk- En e& caso, el kernel de la transformación  entre la 

f d n  de correlación kmporal y Is función de didribudn de ancho de li- 
ma, no w ya el osual k e r n e l  de Laplace. El k e r n e l  contiine un término di- 

el i*o de eigsntaiores que puleden r d s m  w un poco msyor que en el 
"1 de i n v e d u  del kernel de Lsplace. Esto ~d -debe al hecho de 

MI dirrdolo I8 d N C t U T 8  de 1M L e d  de LaPbFOUh. En W& -, 

, , .... ._*" -. .. . ._". . .""..""" . 



que para el kernel de Laplace-Fourier, los eigenvalores decaen a cero más len- 

tarhente que en el otro caso. 

hp condiciones farorabks, fue posible redwar cinco eigenvalaes inde- 

pertdw= en l u g a r  de 108 usuales tres o cuatro que es posible recobrar en 
a ~ Q L P p h c e l l s o n d o e I ~ d e ~ ~ w s L i ~ ~ 5 0 , 5 1 )  

En el análisis de dutos presentado aquí, un número menor de valore8 -u- 
he fue usado para modelar el corapartamienk, de la sediitación, debido 

a ~qoe Es ccmtribucSn  proveniente  de las amplitudes de sedimentación  son re- 
Ia&aimmie pequeñas comparadas con la ampiitud btal de la función de CCP 

rreb<tin temporal. Si tratamos de s o b r e - e s p e c i f i c a r  el comportamiento de 
~ ~ n t r c i ó n ,  aparecen O c r c i i a c i o n e s  en sus am$itu¿es. Sin embargo, si uti- 

l i m p s  un número menor  de funciones delta para la Contribucih  de la d i -  
m&~ión, se suavisan las oscitaciones en sus amplitudes, pero se produce 

el df- de s o b r e - d m a r  éstas. 

Consideremos una celda que contiene  una st~lucih d i l u i d a  de polirne- 

ros y esta sujeta a un movimiento periódico oscilante. La fuerra externa 
ejdcikh sobre un  elemento de volumen igual al ocupado por una molécula de 

Portnlsrom 

- llpl 

- i  

a l  
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io =tr (&/a) la velocidad de la pared de la celda. 

El coeficienh de Fricción ( puede rdrrcionsrse con el coeFiciente 

de difusión hdac ions l  de la mokuta D por medio de la relación de 
Esnisfsin (ver ecuación (1-87)) 

$ = kT/D w-a 
La eamción de Langevin, la  cual pude usarse para describir el comporta- 

midata  dir6mico de  la  molécula  de polimero en una  solución  diluida,  toma la 
FOrinS: 

i 

i 

I 
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La ~sroluci<in formal  de c8t8 d ó n  es 

(11-12) 
Debido a la n a t u r h  estocádica de esta ecuación, podemos usar el 

m é b  de Markov (a) para obtener  la  función  de  distribución  de pro- 

babilidad  de  encontrar a la . molécula  en 18 posición se al  tiempo 4, si al 

tieblpo cero estaba en el origen con velocidad va Con la aproxi- 
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IL-2 FUNCION DE CORRELACION 
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en ~kbnde fy(S, D ) d M  es la intensidad total dispersada por moléculss  con coeii- 

de  wdimtación   en  el intervalo (S, S + dS) y dite de d i f d  
en bl intervalo @, D + dD1 

IL4 DISTRIBUCION DE PESOS MOLECULARES 
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W(M) = f W(S, DNM - & / D ~ S ~ D  (11-23) 

De esta expresión vemos que un8 ver que hayamos obtenido w(S, D) 
usindo un lllodao rswnsbie, la distribución V(M) puede sew calculsds. 

PUS t m m ~ m e r o s  h d i s t r i ~  W(S, D) es ¡&tics a la fun- 

& de distribución de ancho de linea usual (ver ecuaciones (1-90) o (1-9l)k 
h copolimero8, pod#nos escribir en general que, 

W(S, D) = Qa(D - Dsa(S - Si) (U-24) 
donde, debido a las propiedades de la funcih delta, Qi represenia la 

ankidbucibn a la inteasidad totul proveniente de la especie ' i ' la cud esta 

c s ~ t e r i r s d ~  par la pareja (S, DJ- 

Subdituyendo esta expresión en (U-23) obtenemos 

W(M) = Q&(M - &/DJ . (II-W) 

Can esk d o ,  la función de correlación (11-20) puede ser escrita WW. 



Cipitulo IT 

IL-4 METODO DE INVERSION 
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. 
(11-35) 

(11-368) 

(11-36b) 

Notamos que  en este caso, el kernel  de  transformación  entre la fun- 
ti31 de  correlación temporal y la función  de  distribución  de . ancho  de linea 

r~rebenbda por (4 S', ya no es el kernel  de  Laplace usual; ahora es un 

b e l  del tipo Laplace-Fourier. 
En esta Forma, el  problema consiste en invertir la transformación  lineal 

 dab^. por (11-35) para  obtener el redor solución (4 je). 
La separación arbitrarii ¿el vector solución en dos recto re^ wmponenks 

.tf 1' 3 se hace solo con el propkit0 de usar la técnii de cfescomp 

sic&ó@ en siagulam, Is cual se discute  en el Apéndice A-3. 
Para wte t i p o  particular de kernel, se k r r ó  que los eigeralor~s no 

GIL@ kan rlpidamte a cero, lo cual permite r-btsr hpata cinco eigen- 

rcrkdcs en lugsr ¿e los tres o cuatro eigenralores que ususlmcnk se recobran 

En el cam particular de no-oxilación, o m 00 = O ó = O, el 

.' d w trsctasnente &I al vector X der& como el motor d~ 

El &r a en la eamción (II-35) wta tds;oionado al diciente de 

I 1  

- - Q d k i b ~ n Q a ~ d t l i a e a ; o 8 e a $ = O y X = ~  
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dirnentación de cada  fracción " Qi ". Comecuentemente, d y nos  per- 

mihen calcular directamente la función de diatibución de pasos mdeculares, 

lacualsrrtadadapor. 

Y 

[II- Wa) 

(11-37b) 

La magnitud  del vector 56 es mucho menor  que la del T ~ C ~ O C  4 o 8c8 

<< esto es debido ya sea al hecho de que el cuefichte de d i -  

rca$tbión es muy  pequeio  para  particulas de bajo peso molecular, o porque, 
pela el caso de particulas de alto peso molecular, en la función de correla- 

ciób temporal (ec. (11-18)) solo consideramos  términos lineales en 

M h d o  que reducir la amplitud a0 pera  permanecer  en  el  regimen limeal. 

Cuando el mismo número de funciones  delta son usadas en a m h  rectores 

.$ y S, W n a s  oscilaciones  (inestabiMades) aparecen en los  raIores numéri- 

cud ¿e las últimas  componentes del' rrechr $. Debido a édo hemos escogido 

b ~Q&U de reducir el nhmero de  cumponentes  de s. 
Esto es equivalente a elegir l a s  últimas, y en consecuencia l a s  com- 

mtes m b  pequeñas de $, igual a cero, produciendo el efecto ¿e sobre- 

+mar l a s  otras componentes.  Diferentes  procedimientos  pueden ser diseiiados 
H a  compensar p o r  esta tendencia. 

Para cada u m  de las pocas canponentes de a, hemos tamado el cock 

enh SJ(.at, + 33 el cud e8 proporGm4 o~efichte de sedimente- 

ci@ &. Estos valores estan gaficados en una 'esrcaia log-log para cada valor 

d s '  ri (ver F'igura 11-7& resultando  en  una  linea r e d a  cuya pendisnb 

. ssair em buen w r d o  con el exponente en 18 rdación entre S y I' para molé- 
& fIexik en busnos solventes: 
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(11-38) 

IL-5 DISEÑO EXPEFWENTAL 

W$sics modelo 165) operado en & = 488 nm como fuente luminosa 

Un' dispositEro pieeléctrico fue  construido  haciendo uso de 100 discos de 
cerkrtica  intercalados  entre  electrodos  de latón de 0.003" de espesor. Cada 

diato piero-eléctrico tenia un diámetro  de 0.870' (H.005') y un espesor 

de 0.009" (M"Jl") y fueron conectados en paralelo (m Fííura II-1) para 

obt/ener la máxima  amplitud al poner a oscilar la celda  de  dispersión  de  Ius. 
Un circuito  resonante L C  en paralelo fue  usado  para poner a oscilar el 

edetnsnk, piex~-eléciricq el  circuito  resonante  tiene un inductor variable 
cod nuclea de ferrih (ver Tira 11-21 que era alimentado por  un amplifica- 

d o d  de audio de 60 watts de bap ruido y amplio  ancho  de  banda. Un genera- 

dom de  funciones  fue  usado para producir  una señal senoidal la cual es sumi- 
nishda a la entrada  del  amplificador  (ver  Figura 11-21 

La d d a  de dispersión de I u s  es del tipo rectangular con dimensiones 
intl?riotes de 2 rnm x 4 mm y 20 mm, de largo, con 0.5 mm. de espesor de pa- 
d celda fue  montada en el vibrador pko-elédrico descrito anterior- 
m*&- La dirección normal a la superficie de Is celda de vidrio, se encon- 

traba a fuers  de Is dirección da has incidente  (ver Figura 11-3). 

Se e l i o  un ángulo  de  di8persión  aparente  de 615' entre  el tubo f o b  

m ~ t i p l i o r  y la d W 6 n  del haz incidente.  Para un solvente (por ejemplo 
mdril-ctil-dona) can un indice de refracción de 1380, el hg& real de 

fue de U'. La d n  p a  h elección de estp umfiiuracióa 
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<se 25 cm. de distancia focal.  Una  imagen real d e l  volumen dispersar se formó 
en el  plano de una  rendija  ajustable  horizontal (pH41 La divergencia  angular 

de la l u z  dispersada se controla mediante m a  abertura (PHs] ¿e O.Ol35" 
lc&ida a una distancia  de 235" de la rendija  ajupt8ble (PHI); esta con- 
fiyrtu5Ón produce una  divergencia angular de 28 mili-radianes.  Un espep 

mcirible (M2h del mismo tipo de l o s  usados en ius sistemas de charas reflex 
(SR), fue colocado entre  la  rendija ajustable (PH4) y abertura  (PHs) de tal 
f h a  que  permitiera observar el  volumen dispersar, con lo cual es posible 
saber que  porción  de  la  Ius dispersada  alcanza el tubo fotomuitipiicador. La 
&dura (PH3) la cad coincidía  con la imagen de (PHs), tiene  el propósito 

de controlar la divergencia  angular de la luz dispersada que llega al obser- 

va&r cuando el espep (M21 desvia la luz  hacia él. 

Como sistema electrónico de detección se usa un  tubo  fotomultiplicador 
mairaa E M 1  modelo 9893B/100 cuyo fokdtodo es de un material bialcalino 
el mal tiene  una  respuesta  del m en  la  linea  de 488 nm. r e s p e c t o  al má- 
ximo. E& fobtubo  se conecta a un  pre-amplificador  rápido (5 nano-seg.) 
wcra ORTRC modelo 9301 y a un amplificador-diiriminador marca ORTEC mode- 
lo m. La señal de salida de es& amplificador fue  procesada por un corre- 
ladot digital  marca BROOKHAVEN INSTRUMENT, modelo BI-2030 con  capacidad de 

256 canales en  tiempo real y tiempos de  muestreo  de O1 micro-seg. a 1 seg. 

De la  expresión (11-18)~ remos que se requiere  conocer la frecuencia y la 
d t u d  de la o s c i l a c i ó n  para obtener el coeficiente de dimentación S. 

La frecuencia se midio  haciendo uso  de un  frecuencímetro  universal, sin em- 
babgp, para  medir amplitudes  de  oscilación  extremadamente  pequeñas, se requi- 
ere la construcción de un medidor de micro-amplitudes  el cual consiste de 
unis punta de prueba hecha en base a fibras ópticas y de un sistema electró- 
nibol para la arnpW~uwiÓn y limpieza de la s e ñ a l .  

La pudu de  prueba consiste en un arregio de 19 fibrps óphs, de 
&,cuales 13 se wan para la detección y las otras 6 se usan paro Ep 

ir&mndn de ius blancq dichos fibras se cdocaton en me& contén- * (ver F'igura 11-41 Las !bras ópticas usadas tienen un d i h k o  del vi- *~ interior de lo0 micronerr y &&metro de vidrio exterior de 110 micronas. 

.. 
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Se  afoca; luz Manca  proveniente  de  una  limpara  de  hal6geno de 50 watts 

en Iss 6 fibras de transmisión (marcadas con X en  el deme de  la Figura 11-41 
La Ius que sale de estas fibras se refleja en un pequeño espep montado 

finbmente en el ribrador pko-elédrico y se cokrcta por las otras 13 fibras 

(yet Fiiura 11-51 La luz coktada por estas 13 fibras se afoca, m e d i i t e  
un $¡sterna de 2 lentes  convergentes  (ver parte inferior  de Is Figura 11-41 en 
un fdo-diodo de respueda rápida, La corriente de salida de este fobdiodo 
se convierte a voltaje y se aplica a un amplificador  de alta ganancia, de 
bsjo ruido y con filtros de ancho de banda variables  [marca PAR modelo 113). 

Uns Y= amplificada Is señal del fdo-detector, se uso un voltimetro digital 
estisrtdar  para  medirla  (ver  Figura 11-41 

Estos voltajes dependen  de  la  posición  del espep respecto a las fibras 
ópkss por lo cual primero se obtuvo  una curva de calibración  de voltaje 

coatma  desplazamiento, a fin de poder  calcular la amplitud real de o d a -  

ciiin producida por el vibrador  pieso-eléctrico, Con este dispositivo  fue po- 

sible slcanrar una  resolución de 200 Amstrongs en la medida  de Is amplitud. 

Se usaron dos muestras de poli-estireno  cuyos pesm moleculares  nominales 

fwiron de Wl@ y de 448Xi@. . EMas dos muestras fueron  disueltas  en 

mdtil-etil-cetona (MBC); esb solvente  fue usado principalmente  debido a la 

gran diferencia en  densidades  entre el polimero y el solvente, además ¿e ser 

un buea rpolrente del poli-estireno- Todas las medidas  Fueron h e c h a s  a t e m p  
r a b  ambmb. 

M an5tisis  de datos, como se mencionó antetimente, se hiso mediante b 
Wi de  gdesmmposición en valores  singular&  (ver  Apéndice 8-31 

En la  Figura II-6 se muestra una mifica de km dab experimentales (in- 
didos por tribngulws) provenkntw  del c o d a d o r  digital para la muestra de 

poli4ireno de zOXl@' disuelto en MEC a una  concentración  de 8.6X10" gr/gr. 

Para este muestra se eligio u11 tiempo ¿e rnuesCreo en el correlador digital de 

25 tnicm-rpeg; la magnitud ¿el rector de disprsión fue  de q = 13X@ cm", 
la h e n c i a  de  excitación urda fue  de 25 KHz y la amplitud  de  oscilación 
de 340 rnicronw. 
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La curva continua  muestra  el  modelo  teórico  que ajusta l o s  &tos expe- 
rimmbles . El ajuste a l o s  puntas experimentales es muy bueno, como puede 

apmeaiarse cuaniitativamente de la  gráfica  de las desviaciones  relativas pot- 

ca&umles mostradas en la  misma  Figura 11-6. 
Una gráfii de l o s  valores  calculados  para  el  coeficiente de sedimenta- 

ci6a como función  de l o s  coeficientes  de difusión, se muestra 811 la Fyu- 
ra 111-7. De la pendiente de la r e c t a  sjudada a estos datos, obtenemos  que  el  va- 

lor d e l  exponente t ~ ,  (ver  ecuación 11-38) es de 0-59, siendo el valor 

de 2/3 para una cadena  flexible  disuelta en un buen  solvente. 
El proceso de inversión de la  transformada  de  Fourier-Laplace  usando la 

t&ica de  descomposición  en  valores  singulares,  produce como resultedo la 
dkkdbución de pesos rnoleculares  mostrada  en ia Fiiura 11-8. Ek conveniente 
ac*sr q u i  que esta grdiea de la  función de distribución  de pesos molecu- 
lares f,,(M] , la cual es la  suma  de  funciones  delta, solo tiene  sentido  para 

l o s  fsdares de peso de cada una  de l a s  deltas, por lo tanto no se puede pasar 
un& exma  continua por l o s  p u n k  superiores de cada una de las barras. 

La conde de n o r m a l i n  para esta función  de  distribución es que la 
Suma ¿e todas las alturas sea igual a uno. obriamente, de esta d e s c r i p c i ó n  
puede pasarse a una descripción continua  en la cual  el  area bap la cuma 
redmsenta k fracción en peso de moléculas con un cierto peso molecular. 

De la Gráfica 11-8, iremos que  la distribución de pesos molecd8res  cubre 

almor de una década y media [descartando km últimos dos puntos los cusk 
&buyen con menos d e l  1% de toda la distribución  de pesos rnolecuslres~ 

La & r i M n  de pesos moleculares esta centrada en el valor M,, = 24 X IO' 
Esta técnica  analítica ha mostrado ser muy util  en  la obtención de la, 

dk&jbucióa de altos pesos rnoleculares  en  muestras  de  polimero,  teniendo 

colno vent+ principal el hecho de que  no se requiere ninguna información 
para determinar dcha didribución. E8 particularmente útil en la 

u t # b m m m  de rnokdas complejas tab como co-polimeros en donde la 
- pokhpmidad en la compcxkión dá solo valaresr  aparentes  del pew, molmr- 

- .C 
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Debido a limitaciones en la amplitu¿ de oscilación, solo pasticulm con 
alto molecular son suceptibles de análisis por medio de esta técnica, 

sin mbargo es muy util en el dudii de grsn¿es particulrrs coloiiles. 



CAPITULO 111 

IIL- DISPERSION DE LUZ EN COPOLIMEROS 

El dudio de moléculas  de  copolimeros se ha  vuelto muy importante 
ulkmente debido al enorme  campo  de  aplicación  que esta  clase de  materia- 
lee esta teniendo:  materiales con mepres propiedades mdnicas, con  mayor 
resistencia  térmica; es tambien  ampliamente  usado  en la fabricación  de  fibras 
ó p t i i  debido a que se tiene  la  posibilidad  de  crear  gradientes  en  el índi- 
ce de refracción; esta jugando un papel muy importante  como  agente wmpatibi- 
bte en la m a l a  de  homo-poliuneros, ek. 

Sin embargo,  aunado a su imporfancia, esta el  hecho  de  que su csracteriaa- 
ciúu es extremadamente  complejx  además  del  problema  de  polidispersidad  usual 
MI el peso molecular, se tiene la polidispersidad  en la composición química 

de h molécula y la polidispersidad en la  estructura,  las  cuales  además de cam- 
biar todas l a s  propiedades  de este tipo  de  materiales,  cambian  el  perfil  de 
intensidades  de  la lux dispersada,  volviendo muy complicada su interpretación. 

Para esta  clase de  materiales, ademb del  conocimiento  de  algun  valor 
promedio  del pew molecular (por ejemplo M,,) y de  la  anchura  de esta distri- 

bu& (P.e. M,/M,), se requiere  información de la composición  química 

me& (Wa) y del ancho  de esh distribución  en  composición (O,,' ó Q), 
& d s  de la  interrelación  entre  la distribución de pesos moleculares y la &S- 

tribmión en composición  química (P) (el  significado  de las cantidades Wh 

U,,', Q y P se hard en  el  curso  de este Capitulo). 

Aquí mdraremos un m d e b  sencillo que permite corregir h función 

de ddribución de pesos mdeculares tomando en cuenta h polkiispersidsd 
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tura  de h cadena  no ser6 considerada  aqui:  a pesar de  que la estructura, 
o sea el  orden  en  el  que l a s  b clsses diferentes  de  monómeros  entran  en Is 
cadena, a m b m  el  perfil  de  intensidades de la l uz  dwpersada, su efecto es 
mucho menos drást'm que La polidiirsidad en la com@ción la cual dá la 
proporción en que  entran las dos clases de  mmómeros en la cadena. 

El modelo, basado en  ecuaciones  cinéticas  de wpolimeriiib, permite 
el  dilculo  de los momentos de la distribución  en  composición;  con dichw 
momrtntos se pueden corregir las al&uras en la función  de  distribución  de 
pesos moledares obtenidos por dispersión  de luz. Datos de  dispersión  de 

l u x  est6tica y dinámica  son  necesarios  para poder hacer la correción  comple- 

ta de la distribución  de pesos moleculares~ 

TIL-1 NATURALEZA Y CLASES DE COPOLIMEROS 

Antes de  entrar  al  problema  de  corregir l o s  datos de  dispersión  de 
lux para  el caso de  una  solución  diluida  de  copolimeros, es uti1 mencionar 
l a s  clases más  simples  e  importantes  de  copolimeros  que  hay;  no se quiere 

dejm  la  impresión  de  que las clase%  que  enlistaremos  a  continuación  son  las 
únicas que  hay,  pero  en  general la mayoría  de l o s  copolimeros, o pertenecen 
a una de estas clases, o son  combinaciones  de  dos o mis de éstas. Nos res- 
tringiremos  solo  al caso de  copolirnerización  de  monómeros. 

Aquí  podemos distinguir cuatro grandes clases de  copolimeros, l a s  cuales  son 
l a s  siguientes; 

a) Copolimeros  Alternados: esta clase de  copolimerw,  como su nombre lo in- 
dica, e s k  formados por la  superposición  alkrnada  de  las dol3 clases  dife- 
rentas  de  moaómros A y B, 

,ABABABABABAB& 

. Eeta clase de copolimeros puede  ser  considerado como un hornopolimero  en  donde 
h udidad que se repite es (AB). 
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b) Copolimeros  Aleatorios.  en esta clase de  copolímeros los segmentos A y B 
d n  distribuid- alcatoriamente  a  lo  largo  de  la  cadena 

"AABABBBAABAAABL 

y la probabilidad de tener  mmencias de unidades  repetidas,  depende  de lae 
reactiiridades  químicas  de estas dos clases de  monómeros. 
c) Copolímeros  en  Bloque:  aquí la cadena esta formada por la  unión  de secu- 

encias A A L A A A  y BBB.-BBB. El número  de bloques puede ser arbitrario. ata 
clam de  material  puede  obtenerse  ya  sea  copolimerizando  polímeros  de bap 
peso molecular o copolimerizando  monómeros bap la condición  de  que la reac- 
tiridad química  de los monómeros  del tipo A con  los  del tipo B sea muy pe- 

queiía; 

,AAA,ABB,BBBA~AAABB,.BB... 

d) &polimeros  de  Injerto; este caso es el  íinico  de  los  aquí  mencionados  e1 
cual no corresponde  a  cadenas lineales. Este tipo de  copolímeros se obtiene 
acbirkndo  al  axar  varios  segmentos  de  una  cadena  lineal  de  homopolímeroq en 
edw puntos  activados se injertan  cadenas  lineales  de  la  otra clase de  mo- 
nómero 

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA-- 
B B B B B  B B 
B B B B B  B B 
B B B B B  B B 
B B B B B  B 
B B B  B 
B B B 

B 
B 
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En el c880 de homopol'íros, siempre se supone  que  el  incremento  en  el 
indice de  retracción  no  depende  del pew> molecular, o sea que todas las mo- 
l é c u l a s  poseen el  mismo  incremento  en  el indm de  refracción El caso de 
copo~íeros constituye una excepción  a esta regla. 

i 

Como el  incremento  en  el  índice de refraccibn  depende de la composición 

qu'unica de la molécula, todas las r e g l a s  clásicas para  tratar  el  problema 
de polidispersidsd (rer Capitulo I) no son apltcables, siendo. necesario to- 
mar en cuenta la composición  de los copolimeros. 

En el caso de  que todas las moléculas  de la muestra tengan la misma pro- 

porcicin  en peso de  ambas clases de  monómeros  (composición),  desde un punto 
de vista  formal,  el  problema es idéntico al caso de  una  muestra  de homo- 

polimeros, sin embargo  debido a que es prácticamente  imposible  obtener molé- 

cub con  composicion  uniforme, la polidispersidad  en  la  composición tie- 
ne  que ser,  además  de  modelada segun el  tipo  de  molécula  de  copolimero  de  que 
se trate, introducida  en  el  formalismo  de  dispersión  de luz para  obtener  la 
verdadera  función  de  distribución  de pesos moleculares. 

Es importante  aclarar  aquí, que en  el caso de molkulas de  copolimeros 
eXbk el efecto  de  estructura  el  cual  tiene  que ver con la distribución re- 
lativa  de  una clase de  monómeros  respecto a la otra a lo largo del eje de 
Is d n a .  F& e f e c t o ,  el cual al igual  que  la  composición,  no  aparece  en 

el aaso de homopotimeros,  modifica  el  perfil  de  intensidades  de la ius dis- 
p e ~ d a .  De cualquier  forma,  el  efecto  de  polidispersidad  en la estructura 
de  la  mol&ula de copolimero  no es tan dristico como la  polidispersidad  en 

lar composición  Consecuentemente, l o s  efectos de  estructura serán ignorados 
en b que a continuación se presenta. 

IIL-2 DISPERSION DE LUZ ESTATICA 
EN COPOLIMEROS 

Presentamos q u i  la teoría c k i c a  de 
para copdimeros lidem, la- cual fue desarrollada 
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años (1958-1S4) (25, a 27, Z3, 29, 30, 31, 32 33). Despues de l o s  tra- 

bajos pioneros  de  Benoit, se ha realiio mucho trabajo en  la  obtención  de ex- 

presiones  analíticas bss cuales  permiten  interpretar la información  obtenida 
de dispersión de l u z  estática para  geometrias  de  copdimeros m& complicadas, 

C O ~ Q  copolimeros ramados (ver por ejemplo  el  artiiulo  de  Burchard (34) y las re- 

referencias  ahí  citadas).  Aquí  solo se considera  el cam de copolimeroer lineales. 
Denotaremos por M el peso molecular  de  la  cadena  de  copolimero y por M, 

y Mb l o s  peso8 mokuhres de hs p a r k  correspondientes a 10s monomeros A 
y B respectivamente;  en  consecuencia 

M = M, + Mb (111-1) 
La composición en peso de  una  molécula  de  copolimero será denotada por W 

y definida  como 

w = M/(M, + M,) (111-2) 

o equivalenkmente 

w = c,/c = CJlC, + q) (111-3) 

en  donde c es la  concentración  del  polimero  (masa p o r  unidad  de  volumen) y 

c, cb s o n  las concentraciones  de las unidades A y B respectivamente. 

Debido  al hecho de  que la composición  no es única, o sea que  diferentes 
moléculas  tienen  diferentes  composiciones,  tenemos  que  introducir  una  función  de 
didribución  para  la  composición (ést0 se hara  en la Sección 4 de este Capi- 
tulo) 

De la ecuación (1-741, la  inkmidad  de  la luz dkperrsada por unidad  de 
volumn  para  una  muestra  monodispersa es (usando  una  descripción  diecreta) : 

94~) = ~'rt4VZc (ci /chi P[y) 

En el limite de bajp ángulo q-+o ,o para partículas pequeñas, 
de e$tructura  Linde a uno, redtanda 

Y$') = K'm*Vgc f.i / c h i  

&tu expresión se obtiene k p  la hip&& de que el incremento 

(1-74) 

el factor 

(I-74**) 

en el ín- 

diw de refnaccióri no depende del perno motecular, rsdn por la cual U ae 
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escribe afuera de la sumsbria. 
Pars el c480 de  copolimeroe w b  no es c o r r e d a  ya  que e! incremento  en  el 

bdice de refracción  depende  de ta composición 

Para que las mokdas de 00poGtnero en una especie dada dispersen exacta- 
mente lo mismo, didaas moléculas  tienen  que  tener el  mlsmo peso molecular y la 
mism compositión química. Eh consecuencia,  para  el caso de copolimeros ci/c 

va a representar la  fracción  en peso de  moléculas con peso molecular Mi y com- 

posición Wi , e t ~  donde 

wi = Mai/(Mai + Mbi) (111-4) 

En el caso de sistemas p o l i d i s p e r s o s ,  W = Wo denkcá la composición 

promedio de la  muestra,  dada por: 

w = W, = (xiGi)/( Ciq) CJC = MJM (rII-4*) 

Para este caso, la  expresión (1-74#) toma la forma: 

S, = 9 4 ~ 0 )  = K'n2c ~i(ci/c)vi2Mi (111-5) 

Usando esta  expresión,  Benoit  (25,hefine  el peso molecular  promedió  aparente 

M' como: 

M' = (l/#~i(ci/C,b~Mi (111-6) 

en b a s e .  al cual la  expresión para la intensidad  dispersada (a bap ángulo) to- 
ma una forma idéntica a la obtenida  en el c8so de  homopolimeros  (ecuación (1-77)) 

Y, = K ' ~ 2 ~ 2 c M '  (111-7) 

El problema aquí es que M' depende  del  incremento en el  índice  de 
refraaxión y consecuentameate  del  solvente  usado. Esta es la  ratiin  de  llamar 
a M' el peso molecular aparente,  ya  que si cambiamos el solvente,  cambia el 
relor de M'. 

Estrii-te, ia ecuación (111-5) debe escribirse como una &Me sum= 



.- 

Para hacer uso  de la ecuación (111-6) es necesario conocer e1 incremento 
en el indice de  refracciún  como  función  de  la  composición  para  que  la  relación 
entre loa pesos moleculares  aparente y real del  copolimero  pueda establecerse. 

El indice de  refracción  de  una  solución  diluida  de  copolimeros  puede escri- 
bir~, a primer orden  en  concentración  como: 

n = no + (an/- + (an/&,kb + . . . (In-8) 

wmntemente  

y en el  límite c-*o 

(aa/ac) = ( W & ) W  + ( w % h l -  W) (111-10) 

o en nuestra notación usual: 

v = u,w + Ud1 - W) (I"*) 

Para la especie ' i " , esta ecuación es simplemente 

Vi = V,Wi + v ~ I  - Wi) (111-11) 

El uso  de esta expresiún nos permite escribir la  ecuación (m-5) c o m a  

y el peso molecular  aparente se transforma  en  la expresión, 

Introduciendo l o s  pesos moleculares  promedio pesado de l o s  constituyentes 
A y B reppectivamente, los  cuales se definen como 

hadhdo UIPO de 1s ecuación (111-4*] y del hecho de  que 
Wi = c,i/q = M.& ; (1 - Wi) = C& = MbJMi (III-l&b) 

la, mpresión [m-13) toma la forma: 

I 

I 

1 
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Mlrb = Ci(c,/c)MiW,(l - W,) (111-171 

A pesar  de  que  la  cantidad MYab no  tiene  un  significado fisico  directo, 

se puede  expresar  como  función de M,', Mub y M,, esio es, 

Mld = (1/!2iM, - W&,' - (1 - Wo)Mwb] (111-18) 

en  donde M,, es el peso molecular  promedio  pesado  del  copolimero y Wo su compo- 

sici6n media 

Introduciendo  la  cantidad  6Wi 3 W, - Wo la cual es la desviación en 

compiosición  de  molécuIas de la especie " i " respecto a la composición  promedio Wo 

(definida en u11- 4*]), podemos  escribir el peso molecutar  aparente Id como 

M' = M w  + 2p(cva - vb)./V) -c. B((vs  - vb)/vp (111-19] 

en donde 

P = Ci ( ~ i / c ) M i ~ W i  Q = ~i(c i / c )Mi(~WQ (III-!&,b) 

La  ecuación (111-19) es la  forma más simple  y  conveniente  de  obtener el 
pea0 molecular M,, del  copolimero, ya que M' tiene  un  comportamiento  parabólico 

en Is variable ((va - v~)/v). 
Obviamente,  el  #mínimo  número  de solventes que  tiene  que s e r  usado es tres. 

Eghw Genen  que s e r  t a k  que  produscan rabres de h cantidad ((Ua - vb)/U) 

tan diferentes  como sean posibles;  de  preferencia  valores  tanto positivos como 
negplivos &m el fin de tener una  precisión  razonable  en  el d c d o  de M,,. 

Un caso particulsr muy  simple es a q u e l  en  el cual el copolimero 8s mono- 

diccpetso en  composición, o sea Wi = We Pwa este cam bw es cero y en 

amstmencia P = Q = O reduciendose Es ecuación (HI-19) a M' = M,. Cualquiera 

que ses el solvente  utilizado, se obtendrá el mismo peso molecular y el copolí- 

mero se comportará en forma análoga a un  hornopolimero. 
De este CBW) particular notamos, como se mhcionó mteriormeute,  que io 

spsrepte d e l  peso molecular y en  genersl ls di€icuIt,ad pars el análisis de CD- 
-polfmkroa, proviene de la polidispersidsd en is composición de la cadena, más que 
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de la composición  en sí misma. 
Aun en  el caso de  una  mezcla  de  homopolímeros, la polidispersidad  en  la 

composición  hace  que d e  sistema se comporte como un copolímero, o sea que  el 

pesb 'molecular  medido  cambie con el solvente. 
Los parámetros P y Q están relacionados  con  la  heterogeneidad  en la 

wmptmición y dependen  de la estructura  de la cadena. 
Respecto a l a s  dimensiones  de la molécula, es posible  obtener  mediante  el 

uso de  dispersión  de luz estitica, el radio de giro 4 (ver sección (1-31). 
Las expresiones dadas para son r 5 l i  para  cualquier  tipo de molécula 

indeptndientemente si es homopolímero o copolímero. 
Debido a que  estamos  interesados  en  obtener las dimensiones  de las molé- 

culas, el factor de  estructura p [ ~ )  en la ecuación (I-71) lo vamos a dtsa- 

rrdlar en  potencias  de  como  en  la  ecuación (1-72) F 

(111-221 
Para el caso en  el cual rodas las moléculas  de  copolimeros son idénticas, 

el fador de estructura q y )  se puede escribir, haciendo  uso  de (I-M), corno: 

(111-22) 
en dohde hemos  introducido las definiciones 

(111-23b) 

i-&irho mon&mem de la c b !  A y del )-esirno monhero de Is clsse B, Aquf n, y 

I 
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nb son l o s  números  de  monómeros  de las clsses A y B respectivamente. 

La8 cantidades pit?), 947) y 9.47) dependen solo de la geometría 

de ' I s  molécula considerada y  supo^ que  no  dependen  del  solvente- 
A partir de la ecuación (111-21) es posible  introducir un radio de giro apa- 

rente (lhmado aparente  porque es función  del  incremento  en  el  indice  de refrac- 
ción, o sea del solvente) 

(Rg2,P = (1/V21W2V:R'g. + (I - b?Fvb?R2gb + ZW(1 - W)v.vfi2g.b] (111-24) 

en dmde R2p es el  radio  de giro cuadr6tiw medio de la parte A de la molé- 

cula respecto al centro  de masa [ver ecuación (Al-l]]; R2ra .es el radio de giro 

curudn5tico medio de la parte B de la molécula respecto al centro de masa, y R2c.b 

rime' dado p o r  

en  dmde 6 es la distancia  cuadrática media que separa l o s  centros  de mas8 de 

cada tipo  de  monómerq b es una cantidad  característica  de la estructura de la 

mokuls. 

IK-3 DISPERSION DE LUZ DINAMICA 
EN COPOLIMEROS 

En la sección anterior se m d r ó  la teoría de  Benoit  de  dispersión de 
I u s  atica para copolimeros (~5). 

Como pudo apreciarse de  la  discusión ankrior, es la  polidispersidsd  en la 

mrnMción la  cual  produce  el  efecto  de que l a s  cantidades relevantes que pueden 

ser &tenidas por dispersión de luz,  no sean  l a s  r e s l e s  sino las aparenk, la 
conlprperición modifica la relación  entre  el peso ' y el  tamaño de la X I O ~ ~ C U ~ S ,  y 

en 'ell caso de que is& sea polidispersa,  la relación  entre pel#, y tsmaiio tiene 
que pi.omediarse con la función de ddribüción en  composiciones  quimicas. 



Capitulo 111 

En esta sección  obtendremos  expresiones  generales  para la función  de  correla- 
ción  temporal  en  el caso de  cadenas  lineales  formadas  por dos tipos diferentes 
de monómeros. 

De la  expresión (1-45) para  la  función  de  correlación  del campo eléctrico 

dispersado: 

[I-45*) 
en  la  cual  hemos docado l o s  indices 1 y " m li en las polarirabilidades 
de Io$ monómeros  debido a que hay dos clases  diferentes  de  ellos. 

Es importante  recordar que en esta expresión se esta suponiendo  que  todo 
e! comportamiento  dinámico se describe por el  movimiento  de  translación  del  cen- 

tro  de  masa =ti,). Se desprecian los  movimientos  de los  diferentes seg- 

mentos de la cadena  relativos  al  centro  de m-, consecuentemente los  lec- 

hes y &,l no cambian  en  el  tiempo. 

Se introduce  el hecho de  que la cadena lineal este constituida por dos  dife- 
rente$ tipos de monómeros  escribiendo  que 

en  donde 
n = n, + nb (1II-n) 

siendo n, el  número total de monómeros de la especie A , n b  el  número total de 

maómeros de  la  especie B y &,I , dcrb l  l a s  pohrizabilidades ¿e l o s  ¿os tipos 
de mnómeros. 

Debido a que todos l o s  monómeros  del tipo A son  idénticos  entre si, y lo 
misln~ sucede  con l o s  monómeros  del tipo B, la expresión (III-E) puede  escribir- 
se aomo 

Haciendo la substitución  de (111-28) en -(1-45*) obtenemos 
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(111-291 

Esta expresión  puede escribirse en forma m& compacta introduciendo l a s  
def inkim 

En igual forma a lo hecho en  el Capítulo I (ver ecuaciones (1-59) y (I-)), 
es crpnrenienk introducir la concentración en masa " c ' y la polarizabilidad 

por uxtidad de masa barn 

I 

i 



I 1  

Capitulo 111 

6a, = fb&v/2mNa ; h b  = rb&bvb/2WNs (III-3&, b) 

siendo 

Mk=MJn, ; & =  MJnb ( 1 1 1 - e b )  

 lo^ pems moleculares de l o s  monómeros A y B respectiramente, 
AI substituir l a s  ecuaciones (111-?6), (H1-34),  [HI-32) y (III-4*) en la ex- 

presib para la función de correlaci6n (111-31) resulta: 

o h~dendo u80 de kl = (!Wno/xo). c0 = no2 y de la ecuación (1-73) obtenemos 

Respecto a1 promedio ( exp ?%''(t)) podemos hacer algo similar a to hecho 

en b ecuaciones  (1-47)-(1-50) para obtener 

Hemos hecho uso qui de la letra cursEva &w para poner de manifiesto  el 

k h u  ¿e que este coeficiente de dibi6n depende del tamaño hiiodiimieo R 
soba~tavésde M y W . 

Hsciendo uso de esta expresión, la ecuación (III-38) toma la, Forma 
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Is muestra  en  fracciones t a l e s  que en cada una de é s t a s ,  las moléculas tengan 
el utismo pem molecular y la misma compasici6.n; coneecuentemente, en lo que res- 
ta del Capitulo denotaremos por Ci la concentración de moléculas con peso mole- 

dat Mi r composición Wi. 
Pars Ia fracción " i ", la ecuación (1114) se re como 

[fdv t)] = K*b2ciMi( exp -q2PM,wI)Di(4) (111-43) 

Si denokmos p o r  

f,(Mi,  WJAMiAWi  (111-44) 

la frmión en pea0 de moléculas con peso molecular M, y composición Wi, 
entcmntm 

(CJC) = fJ& WJAMiAWi  (III-45) 

La suma  sobre  todas l a s  fracciones dá la contribución  de  la  muestra a la 

función de comlación f,(p 4) 

La diferencia  egencial-  entre arb expreeión y la ecuación (1-71) w el 
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heuho de  que  en (111-47) la  función  de  distribución  de  probabilidad es bivariada 

(en las  variables M y W), mientras  que  para  la  ecuación (1-71) la función  de 
distribucibn  depende solo del peso molecular. 

Wiguna  de las cantidades  que  aparecen  dentro  del  signo  de  integración  en 

(1-71) dependen  del  solvente  usado,  mientras  que  en  la  expresión (111-471, debido 

a que U es función  de W , el  argumento  de las integrales  contiene  cantidades 

que dependen  del  solvente- 
La función  de  distribución  de  probabilidad  conjunta fu(M, W) puede es- 

cribhe coma 

f W ( M  WI = f,(M).qwtM) (111-48) 

en  donde  f,(M] es la función  de  distribución  del peso molecular  de la mu- 

estra y F(*) es la probabilidad  condicional  de  encontrar  una  molécula 

con aompogición W si kh tiene un peso molecular M. 
Con esto Is expresión (m-47) toma la forma, 

.Y[V 4) = K * ~ ~ ~ ~ J M - F ~ ( M M M J (  mp - ~ ~ J P , , ~ ~ ) P ( S ) ~ ~ M W  (rrr-491 

Para poder obtener  la  funci6n  f,(M), la integral  sobre la composición 

tiene  que poder efectuarse, o sea que  algun  modelo  razonable  tiene  que  intro- 
duahe para poder  evaluar  dicha  integral. 

Antes de proceder a  establecer un modelo  para  moléculas  de  copdimero, r e e s  
cribiremos los  factores de  estructura en función de l o s  radios de giro cuadrá- 
tiws medios de las partes A y B de la  cadena  denotados por R2#, ̂ y R2sa 

y del término crudo R2s,b cuyo  significado  fue expkdo en la sección 

snkerior. 
L88 ~X*OINS (III-mb,c) pueden e s ~ r i b i i ~ e  -0: 

P.(+) = 1 - (q2/3),RZs, + . . . 

59 
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de eatnrctum m6) dado por (I&&), puede escribirse como: 

(III45) 
Introduciremos los llamados promedios " R "y a W " definidos c o m a  
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(111-58) 

Por simplicidad en la presentación,  trabajaremos  en el límite q + O  y 

d o  al final mostraremos  tambien la expresión a primer  orden  en Eh el 

limite q+O , la  ecuación  anterior se ve  como: 

(111-60) 

Como  dijimos  anteriormente,  para  calcular fw(M) tenemos  que  evaluar 

explíuitamente las integrales  en la composición; esto se hará proponiendo un 

modelo  razonable  de  cadena lineal de  copolimero y evaluando la función F(m). 
III.44 MODELO DE DISTRIBUCION EN 

COMPOSICION PARA COPOLIMEROS 

Ek sabido  que  el “paso de  propagaciónn es el  que  determina  wmpleta- 
mente  la  composición  química  del  copolímero. En el caso de  copolimeritación, 
el pam de  propagación es muy diferente  que  para la homopoliierkación, sin em- 
bargo, no  sucede lo mismo con la iniciación y la  terminación las cuales  guardan 

muaha  semejanza  entre estos dos procesos. 

La composición y las secuencias  de  diferentes  unidades  monoméricas a lo largo 
de la cadena  dependen  fundamentalmente  de las  reactividades  entre  monómeros y 

radiales. Ektw reactividades  químicas se supondrin  que  dependen  solamente  del 
tipo  de  monómero  en el extremo  activo  de la cadena y que  son  independientes  de  la 
wmpcbsición  de la cadena  anterior a este últio monómero. A pesar de que est0 es 

una rlproximación, se ha observado (& 3s) que  permite  tomar  en  cuenta  el hecho 

cerachr’btico y fundamental  de- la copotimerisuión, o sea Is existencia de dos 
espec@s de mon6meros  que  pueden r e s c c i o n a r  en forma diferenk unas de otrss; 
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es posible  obtener,  en  forma por demás  excelente  para  una  gran cantidad de 
casos, composiciones,  distribuciones  de  segmentos,  etc.,  usando la suposición 
de que la probabilidad  de  que un rnonómero  de  algun  tipo  reaccione con cualquier 
radical, dependa solamente  del tipo de rnonómero (A ó B) y d e l  tipo  del  úl&imo 
mondmero  en  el radical (tambien A ó BI 

La composición  del  copol'mero  depende casi exclusivamente  de las reactiri- 

dades " 1. 
n 

l b  " de los rnonómeros. Esk, es aplicable  a  varios 
tipos de  copolimerización:  radical  libre,  catiónica y aniónica; sin embargo los 
valores  de r. y f b  para un par de  co-monómeros  depende  drásticamente  del  modo 

de  iniciación (3s). 
Para un tipo especifico de  iniciación, 1 s  reactividades (y en  consecuencia 

la Mmposición  del  copoiimero) son independientes  de  muchos  parimetros  de  la  re- 

amián. En general se ha  visto  que bajo un amplio  intervalo  de  condiciones, la 

composición  del  copolimero es independiente  del  grado  de  poliierixación, si el 

copolimero es de alto peso molecular. 
Diferentes  tipos  de  copolimeros  lineales  pueden  obtenerse  variindo los 

vabm de l a s  reactividades r. y f b  . Como  ilustración  mostraremos  algunos ca- 

ms importantes: 
I.- Clopolimerisación IdeaE f.fb = 1 

f . = f b = l .  copolimerisación  aleatoria 

; fb<1 copolimero  aleatorio  rico  en A 

r. = O ; rb# copolimero alkrnante en A y no  en B 

f af b<<l copolimero con  tendencia  a  alternación 

a- ( h p d i i k i ó n  001l tendencia 0 la Hamopolirnerisacik r.rb > 1 

r,>l ; Q l - -  wpolímero en  multi-bloquea 
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r,>X ; rb>>f homopolimerisación  consecutiva 

En consecuencia  notamos  que  una  amplia  gama  de  diferentcts clases de  copoli- 
meras pueden ser obtenidos,  desde l o s  aleatorios hasta l o s  copolimeros en bloque 
pasando por l o s  alternantes y mezclas  de  hornopolimeros. 

Es importante  mencionar  que  cuando una de las clases de  monómeros  entra 
preferencialmente  en el copolimero, la  concentración  de esta clase de  monómero se 

reduce  significativamente,  produciendo un corrimiento  en la composición  del co- 
polimero  cuando  el grado de  conversión se incrementa. Este tipo  de  efectos  pueden 
corregirse (4) monikoreando la concentración  de  ambos tipos de  monómeros y 

en base a esto  cambiar  la  proporción  ¿e  monómeros  en  el  ahmentador  del reactor. 

La  suposición  de  que las reactividades r, y rb dependen  solo  del  último 

monhero del radical, dá  lugar a cuatro posibles reacciones  de  copolimerización: 

[III-6fS) 

(III-6lb) 

w donde hemos denotdo por Mi una cadena  radical con monómero tipo 

Mi en el extremo  activo y kii es la  constante  de  reacción  para una cadena 

radial cou monómero tipo Mi en  el  extremo  activo  reaccionando con un monó- 

mero del  tipo Mi (aqui i, j = a, b l  

ER el caso de que las reactividades  no solo dependieran del  último  monómero 
del radical, sino tambien  del penúltimo, en lugar l a s  cuatro  ecuaiciones (III-61), 
~t cequeririin ocho ecusciones para describir el proceso de wpolixncrkción, el 
cusl Wbrb carscteiisado ya no por las ooasbntes de rcscxriiin sino por 

- Iss constantes kllnr en  donde I, m, .n = a, b . No ea muy d este tipo 
da :modelos - los  cuales d d b e n  procesos de mpolimeriracibn em donde la inter- 
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d n  entre  monómero y radical depende  de  segundos  vecinos. 

Vamos  a  denotar por (Mi O) la concentración  de  cadenas radical con  ex- 

tremo a c t i ~  Mi J por (Mi) la concentración & monómeros Mi. 
El monómero  del tipo A desaparece por medio  de las  reamion=  (D1-61a,bk 

el monhero del tipo B desaparece por medio de las reacciones (III-6lc,d) La 
rapid&  con la cual  cada  tipo  de  monómero  desaparece (o equivalentemente  la  ra- 
p& con la cual  cada  monómero  entra  en  el  copolímero),  estan dadas por: 

(DI-62s) 

(III-62b) 

y el cociente  entre estas dos expresiones eg, 

(111-63) 
Ek usual  suponer  una  condición de estado estacionario para cada especie 

rea&Cta: 

k.b(Mb = kb& 'KMb) (111-64) 
Haciendo  uso  de esta ecuación y de las reactividades  de l o s  monórneros deli- 

nib coma 

la -1 es l lamada la "ecuación  de  wpolímeros". 
La probabilidad  de  transición,  denotada por QU, de que un monómero  del tipo 

M, recrccione wn una  cadena radical con extremo adivo M, es& dada por e1 mi- 

ente de la rapidez  con la cual Ib& . reacciona con U, 8 la sum8 de las rapid- 

.. . " 
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Las cuatro  probabilidades  de  transición  pueden  arreglarse  en  una math 8 

(111-68) 

en dande los elementos  de la matriz satisfacen l a s  condiciones  de  normalisación 

q u  + qb. = 1 (111-698) 

qsb + qbb = 1 (III-69b) 
cuya  verificación es inmediata  en  base a l a s  ecuaciones  (111-67). Notamos que 

debido a las ecuaciones  (111-69a,b), solo dos elementos  de la matrií 8 son 

independientes. 
&S cuatro probsbilidsdes  de  transición ~ i i  no son otrs cosa que l a s  

pr&Wdades condicionales  de  encontrar un monómero  del  tipo i " si en la po- 

Desde un punto  de vista estadístico,  podemos decir que  la  cadena polimirica 
este, completamente  especificada  una vez que la matriz de  probabilidad  de tran- 

sición 8 sea conocida (37, 38, a 40) Este modelo es llamado "Modelo de 

Markov de primer  orden" para copolimeros. 
La teoría de cadenas de Markov de primer orden, desarrollada en  el  Apén- 

dice A-6, puede  aplicarse a una  cadena ' l i n e d  de copolimeros  con  interscción 
a piiimeros vecinos. Los procesos  de  copolimerissciiin con interscción a segundos 
vedjl3bs, descritos por la teoría de Markov de segundo  orden,  no serán considera- 

- doai dn este trabap. 
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Para este tipo  de sistemas hay  en  cada paso, dos  probabilidades: una nos  
& la  probabilidad  de  que  en la posición x, de la cadena, un monómero  del 

tipo A reaccione  con  el  radical y la  otra nos dá  la  probabilidad  .de  que  en 
esa misma posición, sea un rnonómero  del  tipo B el  que  reaccione  con  el  ra- 
dical. Vamos a denotar  cada una de estas probabilidades por p.(X,) y &x,). 

Con &as dos  probabilidades  formaremos  el vector 

(In-70) 

Con esta expresión y la matriz de  transición  de  probabilidad 8 dada en 

(In+@), podemos describir la cadena  wpoiirnérica. La probabilidad /b(x,] esta 

dada en  función  de la probabilidad  inicial xo) por la ecuación (A6-12) P 
f-i.., .= 4Y p o l  (UI-71) 

La forma de  resolver esta ecuación es mediante  una  resolución  espectral 

de la matrb 8 (ver Agndice A-6) la cual  permite  el  cálculo  de  en  función 

de 1 0 8  eigenvalores  de 8. Cuando el  número de pasos que  forman Is cadena es 

muy grande, x,) alcanza una forma  límite  dada por (A6-n). iL( 
De cualquier  forma, nosotros no estamos interesados en  evaluar xJ, la cual 

d6 la probabilidad  de  que  en la posición X, el  monómero sea del tipo A o 

del tipo B Lo que queremos es calcular la distribución en la composición 
q u h b  de la muestra para un peso molecular dado. 

P( 

Para este propósito ramos a introducir un “contador“, o sea una función 
- q u ~  chrenk cuantos monómeros del  tipo A hay en la d e & .  

. -  SML l?,(xb % ,x,) una función  definida como: - 

F’n(Xt X% . . . +xp) = f(xJ + €(X*) + . . . + f ( X 3  (m-72) 
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en  dande las  funciones  f(x,)  tienen  la  siguiente  propiedad 

y = &  six,esunmoniimen,ddtipA 

f(x,) = (111-72) 

si x, es un monómero  del tipo B 

Una forma simple de  construir f(x,] es 

. f(x,l = (w*) ((x, - BIAA - B)) (III-72*] 

en  donde h& es la masa del  monómero  del tipo A y l& es la mass promedio 

por unidad  de  longi&ud de la cadena. A pesar de que hemos  usado h& en (III-72*) 

por propbibs de  normalización, es una  cantidad  que no juega ningun papel  en 
el a&ulo  de la función  de  distribución F,(xt, xp, . . . ,x,). 

Observamos que la función Fn(xl, xz . . - asi definida  no es otra cosa 

sino la función  de  distribución  de la composición  para  la  cadena  de wpolimero. 
La forma  de introducir este 'contador"  en  el 'Método de  Markov' es a traves 

de la función  generadora  de  momentos.  Para  hacer ésto, ramos a definir la función 

C(xl, XP, - - - ~ n l  como 

G(Xb X% - - - 3,) = exp (m& X& - - - ,x,)) (111-73) 

la tad puede escribirse como el  producto 

G(xts X% - - - SUI = dxMx& - - - d X d  (III-?4] 

siendo d un parhetro auxiliar. 

El promedio de G(xt, x& . . .,xn) efectdo con la función  de 
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en donde  ahora h matriz @* tiene los  elementos g(x,)q(x,br,-l) en  lugar  de l o s  

antiguos  elementos q(XrbpJ de  la  matriz @ (ver ecuación (A6-8)). 

Como l a s  matrices no  dependen  de la posición  en  la cadena, la ecua- 

ción (ID-77) se reduce a 

(Grl(41) = f e y o  (III-78) 

en dande 1 = (1, l., . . . ,1) y /k, = /&(a). 

Tomando el logaritmo  de la función generadora de mcxnentos obtenemos la 

- 

J i 'a>>l  - -  
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K.W N n (  l o g  hY*)) (In-E) 

Una ver que con-mos Is matriz @*, obtendremos sus eigenralores Xi*(g) y 

hwiiando u80 de @I-=) podemos calcular la función de cumulontes K,(4), 

Debido a que los  elementos de @* son g(xrfqfxkpJ entonces  para QU 

y q& la función P(XJ es (erp 37). y para q b  y qbb la función 

g(rJ es uno- Esto es inmediato porque solo qu y Q b  dan la  probabilidad 

de qbe teniendo un radical  del  tipo A ó B , solo monórneros  del tipo A reaccionen 

con €ste.En consecuencia la matria tiene la forma 

e(*) = 

cuya ecuación  característica es: 

= o  
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Tomando  el logaritmo de A,(a) y haciendo un desarrollo  en potencias de d 

podeinos obtener en principio,  cualquier cumdank el  m-ésimo  cumulante Km es 

el  coieficiente de P/m' en la expansión  en  serie de potencias de n-1ogXl(d). 

Para los dos primeros  términos  knemw. 

Aquí Wo es la  composición  media  de la muestra  de  copolimero la cual puede 

coso(cerse ya sea sabiendo la cantidad  de  monómero  en  el  alimentador o por 

a lma técnica espectrdpica como  infrarop o NMR. EJ segundo cumulante es la 
vatidma ¿e la distribucidn en  composición y depende  del peso mdecular  en  la 
8igiuitnte forma: ! 

(111-90) 

(111-91) 

Como podemos rer de la expresión  (III-So),  el  ancho  de la distribución  en 
cota$asición se d v e  m á s  angosto conforme se incrementa  el peso molecular. Este 
rs$ul(trdo esta de acudo con la condición asintótk 
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b k  calcular derivadas mayores de logXl(4) respecto a 9 y evaluarlas  en 9 = O. 

Debido a que  en  la  teoría  de dispersión de lux, la Ius dispersada  depende 
d e l  Cuadrado  del  incremento  en  el  indice  de  refracción, solo es necesario  conocer 
l o s :  d k  primeros  momentos  de la distribución  en  composición. 

IIL-5 DISTRIBUCION DE PESOS MOLECULARES 
DE COPOLIMEROS 

Una Y- que  hemos podido calcular los dos primeros  momentos  de I8 dis- 

y $i idefiiimos 

(III"] 

(111-W) 

Para t = O h función de correlación 4) es la intensidad de la l u z  

m r s a d a  a un ám10 especificado por el rector de  dispersión p Para 

brrb ángdus, de (111-95) tenemos 

I 

Como observarnos de esta expresión, tan pronto como 1- incrementos  en los 

in&& de  refracción son iguales para - l a s  dos clases de  monómeros,  el segundo 

*o en  el lado derecho  de la ecuación- (III-96) es cero, recobrando  expresión 
4 1  para la intensidad dispersada por un homopoimero. Notamos . w k m b  que 
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el bitmino  correctivo diiinuye conforme  aumenta  el peso molecular. 
Es f a d  rer de (III-49) y (II1-52] que la expresión  para la inhnsidad de 

la h$ dispersada, a primer orden diferente  de cero en 7, es 

en d+nde hemos definido el "radio efectivo de giro r,~" como 

y pata AF, y L' tenemos 

(111-97) 

(111-98) 

(111-99) 

(111-loo) 

Por otro lado, pensando a lo largo de la lineas de la distribución de an- 
cho 'de linea, podernos escribir la función de correlación  temporal a tiempo cero 

COW (ver  ecuación (11-ZO) para t = O) . 

(111-la) 
en donde WS, D) es la nuera función  de  distribución de ancb~ de linea en bs 

rstidblts S y D. Es importsnk aclarar  que S y I) no son el úni00 par de variables 
ne$e$arias para especificar cada una de las especies de la muestra; tambien pode- 

m a  usar la pareja R y W en  donde R es algu hmaño caracteristico de h molécula, 
o ba lpsreja D y W en cuyo caso la ecuación (111-la) toma la form 

947, o) = jw. W M W  (m-loz) 

En cualquiera de los dos ~8808 (III-la) ó (U"), la función ¿e distri- 
bu@% de ancho de lima se modeis como una superposici6n  de las contribucionem 
de diferentes especies que forman la muestra Como se mencionó, estas espe- 

o i a ~  1- formadas  por mo~k~as con el mismo ptxm m o l d  y la mi~ma composición. 

D++ a- 68t0, para Y(S, D) usaremos 
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WS, D) = ci Qi b(S - S#(D - Di) (In-103) 
en dbnde Qi n o s  dá la  contribución  relativa  de la especie " i a la intensidad 

dispetsada, y la suma va sobre Was l a s  especies que  constituyen  la  muestra. 
Debido a l a s  relaciones (11-U) y (11-E), el peso molecular M puede 

esctibirse en  función de S y D .como 

M = flS, D) (111-104) 

Esta relación  nos  permite escribir (ver ecuación (11-23)) 

V(M) = I q S ,  D) S(M - #S, D))dDdS (111-105) 

y cod la  ayuda de (111-~03) ,W(M) tom la Forma 

(111- 107) 

okdexnos 

W(M) = xi Q &M - Mi) (111-loa) 

Notamos  que si hubiesemos  usado  la  pareja (D, W) en  lugar  de (S, D) en l a s  
ecua+iones (1II-103)-(111-107~ el  resultado (111-108) hubiera  sido  idéntico. 

Finalmente  debido a que 

~ w ( M ) ~ M  = 1%~. D ~ D ~ S  

J bt&endo USO de (m-loll (111-9f5) y (In-108) obtenemos  que 

(I") 
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por un 

sidgd en 

factor [I + ((va - Vb)/Vo,P&/Mik, o sea que  la  polidisper- 

Is composición  produce  un ensanchamiento en la distribución  de pesos 

mohulares (ver Fiura HI-3). si V, = v b  o si & = 0, recobramos la ex- 

preki6n usual para la distribución  de pesos moieculares para  homopolimeros. 

La cantidad .& puede evaluarse en base a 1 0 s  pesos molecuiares 

aparentes introducidos: por Benoit  (ver sección 111-I), y definidos  como 

M' = (l/U26)ci (ci/c)V:Mi 

en dcpnde 

vi = w,wi + Vd1 - Wi) 

J 

ci/c = f&, Wi) 

En el límite continuo, la ecuación (III-6) se ve como 

M' = (l/vo)lJf,,(M, Wfv,W + vdl- W)) MdMdW 

(111-11) 

(111-45) 

(111-113) 
la cud despues de efectuar l a s  integrales resulta [ver F'igura 111-4) 

M' = M, + ((v. - Vd/%P& (III-114) 

E& expresión difiere de la de  Benoit  debido a que  no  contiene  un  término 

l i n d  en ((w. - V~YU~). La d n  de esta discrepancia es que en el modelo 

1 

! 

I 

I 
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De la  ecuación  (m-114)  remos  que se requieren a1 menos  dos  solventes  que 

pradotcsn diferentes  incrementos  en  el indice de  refracción,  para  evduar .& y 

en a@ecuencia M,,. 

Si denotamos por vol y von l o s  incrementos  en l o s  indices de refracción 

de M muestra en estos dos d r e n t a ,  entonces .A& está d ~ d o  por 

Una vez que .& es  conocida,  puede  obtenerse la distribución  de 

moleculares ya  corregida  (111-112). 

I&" CORRECCION POR GRADO DE CONVEMION 

Se mencionó  en  la  sección  111-4  que  cuando  una  de las  dos clases de monó- 
meas entra  preferenciahente en  el  copolimero,  la  concentración  de éste se 

r&$e y, como se puede  observar  de l a s  ecuaciones  (III-62aSb), la rapidez con 
la c h a l  este tipo de  monómero se incorpora al copolimero  disminuye  cambiando  la 
colnlposición química  inicial de la  cadena. . 

A pesar de  que estos efectos pueden  corregirse,  mostraremos  aquí una 
fo-  de  tomar  en  cuenta  en este modelo l o s  corrimientos  en  la  composición por 
el grisdo de  conversión. 

Vamos  a  denotar por Woo la composkión  inicial  a  conversión  cero, y por 

W@) la compoeición media  de Is muestra como funci6n del peso molecular  (ver 

Piguta  III-5). 
El modelo más simple  que toma en cuenta  el  corrimiento  en la composición 

coa ~1 grado de conversión es del tipo 

Wo E WdM) = Woo + AM' (m-116) 

I 
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(W) = Wo = Woo + AM' (111-ll7) 

((W - won = ( m  - (WY = &" (111-ll8) 

siendo .&(M) ahora una función d e l  peso molecular. 

Haciendo uso de la ecuación (111-116) y de la definición  de & dada en 

(m-M), tenernos 

& = & + B W  

en  donde 

(In-119) 

(III-l!?2) 

Obviamente si A = O , la  expresión (In-lzZ) se reduce a la {In-@), 

Haciendo uso de la expresión (111-1B) podemos  obtener la función 9lp i) 

a bpo cero, ya sea en  el limite de ingdcs pequeños (ecuación (III-6t))), o a 

primkr orden diferente de cero en 7 (ecuación (111-58)l 

Obtendremos 2,($+0, 4) por simplicidad y luego mostraremos tarnben 

la $xpresión a primer orden en Para  ingulos pequeños h expresión quita- 

lente a @I-%) es de la forma: 
7- 
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debido a que puede ser tanto  positivo  como  negativo, y en  cuanto a su magnitud 
puede ser  despreciable  (copolimeriición  aaeótropa) o considerable. 

En base a  esta  ecuación  podemos  definir  el peso molecular  aparente M’ 
coma: 

el c ~ l ,  despues de  efectuar  las  integrales queda como; 

AI comparar esta expresión  con la ecuación (111-19), remos  que las cantida- 

des P y Q estan dadas por: 
P = A(M“’), ; Q = & + A3(Mh1), + @M’), (III-l!Va,b) 

De estas expresiones  podemos  ver  cual es el  significado  de l o s  parámetros 

P y Q , respectivamente. 
El parámetro P , el  cual  dá  el  corrimiento  de  la  parábola  en  la  gráfica  de 

M‘ tersus ((V. - vb)/va), depende únicarnenke del  corrimiento  de la composición media, 

con la conrersiórc  mientras n$s constante sea la composición, más simétrica será 
la W h l a  respecto al ek terticai (comparar figuras III-1 y III-4) 

El parimetro Q depende tanto de la anchura  de la distribución  en composi- 
cib, como de1  corrimiento  de  la  composición media con la conversión  (ver  Figura 
III-61 

De ia ecuación  (111-1241 podemos obtener la forma  de Is diiibución de pe- 

808 mokdares f,(M]  en  forma  an&kq~a a lo descrito para  obtener la, expre- 

fih i(m-lU). 

Para el cam en que 18 composi&n química  dependa del grado de conversión 
de -o a la ecuaci6n (III-lí6), la función de ciistribución de pesos mole- 
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De esta e x p d n  es f a d  obtener fw(M) a primer orden en en forma aná- a 
log@ a lo hecho para obtener (In-128). Como antes, si A = O , esta expresión se 

reduce 0 la ecuación (III-97). 

III.4-7 TAMANO DE CADENA  PARA COPOLIMEROS 

78 



Capitulo 111 

Sin  embargo, l o s  valores  dados  en  cualquiera  de  las  ecuaciones  antes men- 

cionadas, solo corresponden a las  alturas en l a s  funciones  de  distribución  (ver, 
por ejemplo, la  Figura 111-3), no obstante  tenemos  que  conocer  las  posiciones M, 
cormpondientes a l o s  diferentes  valores f,,(Mil 

Para  completar  el  mapeo  de  la  función  de  distribución  de  ancho  de  linea 

a la función  de  distribución  de  pesos  molecuhres  (ver  Figura 111-7), hay que re- 
laciofiar  el  tamaño ' R ' de  la  cadena  con  el  peso  molecular " M ' de la  misma. 

Debido a l o s  efectos de  composición, es posible  tener  moliculas  de un cierto 
peso tnolecular y con  diferentes  tamaños. Por esk razón,  la  relación  entre " R ' 
y ' M ' tiene  que s e r  solo  a  traves  de  la  composición " W ". 

ER el  Apéndice A-7 se calcula  el  tamaño  que  tendría  una  cadena  copolimérica 

ideal,  lineal y flexible  (ver  ecuación A7-10) con n, segmentos  de  longitud 

¿, y con nb segmentos  de  longitud &, y es de  la  forma: 

.P = n,k2 + (III-130) 

siendo  algun tamaño caracteristico de la cadena (por ejemplo  la dis- 

tan&  cuadrática media de  extremo a extremo para la cadena) 

El resultado (111-130) seria  estrictamente correcto solo para  el caso de 

cmpl>l~meros  en  bloque  (dos bloques); pero  debido a que  estamos  ignorando efectos 
de  estructura en la cadena, esta expresibn es hmbien  Glida  para  el caso de 
copbl'imeros aleatorbs lineales, ideales y flexibles. 

La expresión  ankrior  puede  corrwirse  mediante la introducción  de un 

término  de  la  forma 1G.P en  donde es el  número de transiciones  del  monómero 

A al B o viceversa, a lo  largo  de  la  cadena, y 4 es algun tipo  de  promedio 

de ~ 1- dos longitudes; ¿, y 4 (por  ejemplo 4 = W¿, + (1 - W&). Mientras 

m*or sea el  número  de cambios de un tipo ¿e monómero  al otro, o sea mientras me- 
no$ bloques halb en 18 cadena, ]a expresión oU-130) será más conecta. 

Sin embargo como ya mencionamas, supondremos que la  expresión  para el ta- 
m- de  la  cadena (III-130) es válida para cualquier  distribución de mmómeros 
a 'la hfgo de la  misma, debido a que estamos despreciando los efectos de estruc- 
tub 1 (ver sección 111-1). 

1 
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Para  el caso de  una  molécula linesf de copolimero perfectamente rígida, el 
tamaño de la cadena es simplemente: 

2 = I,n, + k n b  (111-13) 

De las expresiones (111-130) y [III-t31) remos que  en  general: 

.P = en, + e n b  (111-132) 

en  donde 

. .  . .  s = 2  3 Cadena  Ideal  Flexible 

. ~ -  S = 1 ++ Cadena Riida 

S = 513 Cadena Red Flexible 

El caso (III-l33c), corresponde a una cadena real, hinchada y flexible: 
PI' = k'l'na + 4'j3nb (111-134) 

Algunos casos limites  pueden  analizarse para verificar Is consistencia 

de  la  expresión (III-134) 

(DI- 135) 

para n, = O -3 .% M3P 

La primera  expresión  en @1-135) corresponde al caso en  que l o s  monómeros 

del tipo A y del tipo B tengan  el  mismo  tamaño,  dándo  lugar a una  expresión 

para 3 la cual es igual  en  forma al de una  cadena real Flexible  de  homopolimero. 

Las d o s  siguientes  expresiones  corresponden al caso de  una  cadena  de  homopolimero 

J el valor  de es el usual dado por (1-93). El último caso corresponde al 

de un copolimero en el  cual  tanto el tamaño  como la masa  de  cada  segmento es igual 
pats l o s  moniimeros A como para los  B Para este caso en particular, en cuanto 

a1 tamaño se refiere, el copolimero se comporta como un homopolimero. 
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Haciendo uso de (111-1) y (111-2). la expresión (III-132) puede  escribirse 

en  función  de la composición W y del  peso  molecular M 

(III-136) 

en  donde  hemos  introducido l a s  definiciones 

ka E (e/&) ; kb (e/%b) (III-1378,b) 
En los casos límite W = O o W = 1 , de  la  expresión (111-136) recuperamos 

la rehión de Mark-Kouwinks (1-93)- 

La ecuación (111-136) es la que  relaciona  el  bmaiio  de la particula & 
con el peso molecular M a tram de la composición W - 

Como requerimos la relación  entre  el  tamaño y la masa de la cadena, la 

expr~ón  (111-136) tiene  que  ser  promediada  sobre todas las posibles  composicio- 
nes klbponibles a un cierto  peso  molecular. 

Debido  a  que para un valor  dado  del peso molecular, F(WIM) es apreciable- 

menb  diferenbe  de  cero solo en la vecindad  de la composición media, desarrolla- 

rernbs la expresión para 2 en una serie  de  potencias alrededor de W O  

+ B M"')] (III-138) 

con  la  composicióq 

[III-139) 

En general, ko es independiente  del  solvente  usado y del  peso  mole- 

cu4r de1 polimero; solo depende  de la naturaleza  propia  del  poIímero, y en con- 
sedudncia de la composición  quimica del mismo. 

Una  expresión adoga a (111-138) puede  obknerse  a partir 'de (DI-136) 
hadiando un promedio  sobre l a s  'diferentes  composiciones  quimicaa 

(S ' )  = koM (111-140) 

en j d@nde ko es dada en (III-139). 
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IV.-PROPIEDADES R E D E I C A S  DE SOLUCIONES 
POLIMERIGAS SEMI-DILUIDAS 

Las soluciones no-diluidas de  moléculas  de  polímero  muestran un compor- 

tamiento ~reokigico particular  debido a l o s  anudamientos  físicos  entre la moléculas. 

Estos anudarnientos  tienen un tiempo de  relajación T, que esta relacionado 

con el. tamaño  de  Ia cadena por una  ley  de escalamiento (52)- 
Para frecuencias  de  excitación  mayores  que TI" , la solución  polimérica se 

comporta como un gel química con  reticulaciones  permanentes;  en este régimen 
de frecuencias  el sistema es llamado un "pseudo-gel'. En esk Capítulo  nosotros 

trattajsrerms en  régimen. 
A bajas mncentraciones  (régimen diluido), el  sistema casi no exhibe ningun 

comportamiento  elástico,  sin  embargo  cuando  la  concentración es cercana o mayor 

que la concentración  de traslspe (c'l las propiedades elásticas de la mu- 
estra se vuelren muy importantes. Las fluctuaciones  del vector de  desplasamiento 

relajan con el coeficiente de  difusión  cooperativa. 
Desde  hace  algunas  años la técnica  de  dispersión  de lux ha  probado s e r  una 

buena herramienta para obtener los  m6dulos elásticos de geles suaves (53 54, 
S, SJ Tanaka  et al (53) han probado que l a 8  fluctuaciones  en  el vector 

dmplamniento  debido a las fluctuaciones en  densidad térmicsrnente excitadas,  están 

relscionadas  con l o s  módulos efásticos del  sistema a frecuencia cero. En este caso 
la  técnica  de dispersión de Ius es completamente  no-perturbstiva. 

En  el método reportada por Nosssl et al (S, S, S), ellos usan la celda de 

dispersiiin  de luz corno una  cavidad  resonanie para mantener una onda  estacionaria 
cuyas  frecuencias  de  resonancia  dependen  de¡  tamaño  de la celda y de Is velocidad 
de  propagación  del  sonido  en la solución.  Midiendo  fas  frecuencias  de  resonancia es 
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posible obtener los módulos eldsticos a traves de  la  velocidad  del  sonido. En 
ambos casos, l o s  métodos proporcionan  informaeih elhtica a frecuencia cero. 

La interpretación de l o s  d a b  ¿e  dispereión  de Ius esta; soportada  en  el 

hechi de que l a s  fluctuaciones en  la  constante dielkbica, las cuales  san r e  
ponsdblks por la Ius dispersada,  son  proporcionales en  magnitud a l a s  fluctuaciones 

en la 1 dhnsidad  de  masa  la  cual esta relacionada  con la deformación  de la muestra. 
Basado en esto, el espectro heterdno de  la luz dispersada  tanto polarida 

coma  depolarisada,  puede  obtenerse  del campo eléctrico  dispersado  producido 
por ~esplasamientos kmgitudinales y trsnsrersales respectivamente. 

El análisis de  la  respuesta  elástica  del sistema sujeto a una excitación 

exteh$ para una  frecuencia dada, nos d i  el  compbrtamiento  reoló$co  de  la muestra 
En este Capítulo se propondrá  el  uso  del mérodo de  dispersión de luz corn 

un medio para detectar el  desplaresmiento  resultante  de  la  malla  polimérica res- 
pect@ a la señal de excitación, para obtener el comportamiento  dinámico  de las 
mód+los elásticos. 

Se mostrará que Is funcsn de  correlación cruda  de  la  intensidad  de luz d k  
-da y de  la  señal  de  excitación  nos dá, en  el  modo heterdno, la  difereacirr 

de fsrpe entre Is perturbación y la respuesta del sistema a éSta, y adicionalmente 
salvb por una constante de normdiión, el  cociente  entre 18 amplitudes  de is 
señ41 que perturba y de la respuesta del  material  Con est8 información es posible, 

usa+& alguna referencia  inicial,  obtener  el  comportamiento  reológico  del sie- 

Debido a la alta sensibilidad de k h i c a  de d i i ó n  de l u s  para de- 
tecw pequeñas fluctuaciones  en la densidad (a), este método es apropiaclo paro 

redhcir la perturbaciin sobre  el sistew aún más, la señal de  excitación no t-ke 
que? s#r grande para obtener una buena  resolución en el experimento (59). 

IU.4 MODELO ELASTIC0 

Con el objeto de  escribir la ecuación  diferencial  que describe el com- 

poj4miento de la malla  polimétics, es necesario hacer algunas hipótesis y 
. .  
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simplificaciones. 
El sistema se caracteriza,  desde  el  punto  de vista reológico, por una 

const$nte elbtica de la malla  polimirica J por el  coeficiente  de  fricción  entre 

la malla J el  solvente. 
Las fluctuaciones  de la malla  alrededor  de su posición  de  equilibrio  son 

goberbaidas por: a) fuerxas  osmóticas  que  tienden a igualar  la  concentración, 
b) f9etzas  elásticas l a s  cuales  mantienen la malla en su posición  de  equili- 
brio, a) fuerms  de  fricción  entre la malla y el  solvente l a s  cuales  producen 
amorbduamiento  en 1 8 s  fluctuaciones en la densidad.  Despreciaremos  el  amorti- 
guambento  producido por la deformación  inelástica  de  la  malla  respecto al amor- 

tiguainiento  producido por la  fricción  entre la malla y el líquido.  Además, las 

propibdades  de  fricción  de  las  soluciones  semi-diluidas  dependen  de  la concen- 
tracibnr  de  la  muestra y no  del peso molecular  del  polímero. 

Se considera a la solución  semi-diluida  como un medio  continuo  debido a 

que 'la distancia  entre l o s  puntos de  anudamiento  de la malla, es pequeña  compa- 
rada; a la  longitud de onda  de la Ius  usada  en  el  experimento  de  dispersión. Adi- 

cionilmente, se supone  que el sistema es isotrópico y uniforme  en  densidad. 
Debido a esta supociciones,  el  comportamiento  dinámico  de la malla  polimé- 

rica 1 s 8  describe  usando  la teoría lineal de la risco-elasticidad. 

Introduciremos  el rector de desplasamienk, U(V, r) el cual  nos dá h defor- 

mación del cuerpo respecto a su posición de equilibrio,  en ta posición F al 

ti- t. 
Se define el tensor de  deformaciones coma 

Uii  = (&/hi + &/hi) IW-1) 

La ecuación  dinámica  de  rnorimienk,  para  el rector desplasamiento e8. 

en dbnde los puntos significan  derivadas  respecto  al  tiempo, p es la densidad 

de m, f es el coeficiente de f r i d  por unidad de rohmen, Oii w el 
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tensor  de  esfuerzos  (definido en la forma usual (S)) Y WP, 4) es la  fue= 

de  rplwrnen externa. Ebb fuem exkrna 9 es la ejercida sobre la malla de 

porimero debido al  líquido  que ta rodea.  Supondremos  que esta fuerza  externa es 
una f etsa armónica  oscilante  de la forma: 

I 

1 I 

~ ~ 9i(.ri I) = go exp + oJ) (IV-3) 

siend sa la  amplitud  de la fue=, &o el vector de onda y 0 0  la frecuencia  de b 
oscil&ión. 

1 
~ En adición a la ecuación dinámica (IV-2), necesitamos  una  ecuación  consti- 

tutivl la c u s l  relaciona el tensor  de esfuenos con el  de  deformaciones. Usaremos 
una  elación lineal de la  siguiente  forma (57'1 1 

' mii(t) = sI-00 &4 f;[ii i  - (1/3)&&] +(3/2)K(t - ti(l/3fl&]d 
(IV-4) 

1 161 caracter risco-ekistko ¿et material est5 contenido  en las funciones 
p) y G(l - p). estos d.os móduios contienen Is respuesta dinámica del 

frente a una excitación  externa. El módulo K(t - p) es llamado 'mÓ¿ulo de 

votumétrico J G(4 - r) es llamado "rnúdulo de relajación de corte", 

i 

Haciendo uso de esta relación,  la ecuación ¿e movimiento toma la forma 

I 
pii = HV% + (1/3)V(VG)] + dV(V-&)jdf - $& + 9 (IV-5) 

(poi daridad  en  la  escritura,  hemos suprimido los argumentos  en l a s  módulos e l b  
ti&). 

I 

j Coma es usual, podemas escribir el vector U como(58) 

vxcc,=o 

v*u,=o 
(IV-7a) 

(IV-7b) 
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En  la  ecuación (IV-e), & y son l o s  rectores de des- 

plazamiento  longitudinal y transversal  respectivamente. 
Con esta descompici6n J usando  el hecho de  que  la  fuersa  externa es po- 

ducida  por  una  perturbación  longitudinal,  podernos  obtener dos ecuaciones,  una 

para  cada uno  de los dos rectores desplasamiento. 
Estas dos ecuaciones  son: 

IN-8) 

(IV-9) 

en  donde hemos introducido  el  módulo M definido como (57) 

M = K + (4/3)G (IV-lo) 
Para resolver las ecuaciones (IV-8) y (IV-9), introduciremos  las trador- 

madw  de  Fourier 

l% = 1 m P  &f* (ew +b IW-N 

&qu = J%(nP " [W-lZ] 

con  expresiones  similares  para el desplaaarniento  transversal ~ ( r ~  y psra la 

fue=  externs 9. 
Haciendo  uso de estas transformaciones, l a s  ecuaciones (IV-8) y (IV-9) re- 

Sultsn:  

en donde el módulo complejo N@) se define como (57') 

A@) = M' + ¿M" (W-15) 
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Capitulo IV 

y expre$imes  análogas  para el módulo $@). 

De la  ecuacibn (IV-14), obtenemos como solución  para la frecuencia: 

en  doode  la  parte  real  de O corresponde a un cornporbienb milatori0 

y la #rte imaginaria  corresponde a un comportamiento  exponencial  decayente.  Por 
ejtmdlq si el término  inercia1 es despreciable,  el  desplazamiento  transversal 
toma 1 id forma 

W ~ P ,  4) = (d exp v) exp ¿(q'C**/c,k exp  -(q20*/# (IV-18) 

el CWQ corresponde a una  función osciiatoria cuya amplitud decrece  exponenciak 

men&. 
Por otro lado, la ecuación (IV-13) tiene como solución 

(N491 
y dmde la diferencia  de fase d está dada por: 

Esta ecuación  muestra que hay una  diferencia  de fase entre la seiial que 

pertlltrba  al sistema y la respuesta  del  material. 
Una vm que l o s  - rectores desplazamiento  han  sido  evaluados, es posible rela- 

cionm éstos a l a s  fluctuaciones  de  cantidades  responsables  de la dispersión 
de 18 lux. 

El  vector  de  desplazamiento  transversal está relacionado con las fluctua- 
cioried  en  la  orientación  de los elementos  de  volumen  que  conforman  la  muestra 
produbiendo luz dispersada  depolarizada; por otro  lado, los desplazamientos lon- 
gituflibales  estan  relacionados  con las fluctuaciones  en  la  densidad  de  masa de 
la rtqhra la  cual  produce lut dispersada  polarirada (54). 
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Capitulo IV 

6, en el ;?spacio  de  Fourier: 

bdy, 1) = - P o V q  (IV-21) 

siendq po la  densidad  de  equilibrio. 
* 

El espectro  homodino  de la luz dispersada  automáticamente  cancela  todos 
los Batbtores  de fase, por lo tanto no es apropiada  para  nuestros  propósitos. 

Por otro  lado,  el  espectro  heterodino  de  la l u z  polarizada y depolarida 

cancelal  el  factor  (exp 4) quedando solo el  factor  oscilatorio. La única 

posibflidad  de  retener  el  factor  (etp 4) es efectuar fa correlación cruda 

entre d campo  eléctrico  dispersado y la s e d  la  cual  produce la perturbaciún 

mec+itx. 
Si denotamos por: 

u. = a. exp kJ (IV-22) 

la fbr$na de  onda  que  alimenta al excitador  mecánico  produciendo  una amplitud 

WO entonces, en el modo heterodino, la función  de 

+ 7) + &&wk&)) = 2 Re &*K(u& + ~ ~ ( ) ) c n r - r J )  

I 

1 

en  Qohde 60 es el campo del  oscilador locat (so), K es la relación  entre  el cam- 

po ieihtrico  dispersado E,,&) y el dcsptasamknto longitudinal 4% 4) (53) 
I 

y qngrnente OL es un parámetro  el cual depende  de la densida¿,  de la intensidad 

del bilsdor local b y de K, en la forma: 

a = 2(2?rT12pKJrb (IV-25) 

En general el parámetro a ea una inenita debido a que depende de la 

geob&ia i :  del aparato de  dispersibn, de algunas propiedades especificas de la . -  

j 
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Capitulo IV 

muestra (densidad de masa, incremerh en  el  indice  de  refracción,  etc.) y de la 
intenslbd del  &lador local ,  en una forma  compliceda~ 

En la Figura IV-1, grafímos la funci6n  de  correlación cruda 912'1(7) 

como Ounción  del  tiempo y vemos  que la diFerencia de fase 8 puede  ser obb- 

nida Id la posición  del  máximo  de la función  de  correlación. De la ordenada al ori- 

gen &&i'lO) y del  valor  máximo y1J'f6/a0) podemos  obtener 

I ($M* - P O )  = ~ ~ ~ ~ ~ , ' S , d ' ~ O ) ~ / ~ ~ , ~ ~ ~ / ~ o ) ~  (IV-26) 

Conociendo  el  valor  de .6 y usando la expresión (IV-%) podemos  obtener 

los &#ulos M' y M" , si conocernos el valor  de 
! '  

Aun  cuando la determinación  del valor absoluto  de los módulos  longitudinales 

M' I y M" a  partir de experimentos  de  dispersión  de luz no es directa  debido 

a qlfel requiere  del  conocimiento  de la constante de  normalirsación a, la varia- 

ción 1 delatira de & módulos  como  función  de la frecuencia  pueden  obtenerse 
sin  /pljoblemas  una tes que se conoce  algun  valor particular de ambos módulos, 
se obtiene  la dependencia completa  de éstos como  función  de  la  frecuencia. 

Este mitodo  tiene  la  ventaja  de  que  la  perturbación  mecánica pude ser re- 
ducibi debido  a la alta resolución  que  tiene la técnica  de  dispersión  de luq 
adicjobalmente, una reducción  en  amplitud  trae  como  consecuencia  que  el  inter- 
ralo/ de  frecuencias  puede  aumentarse. 

Como  estamos  trabajando  en  el  regimen'  semi-diluido, la intensidad  de la luz 
dis*rpada es grande  obteniendose  en poco kiempo  la  función  de  correlación, 
y * a  otro lado los problemas  de  contaminación por poho no  son tan críticos como 
pars gOluciones diluidas. 

Debido al hecho de  que la perturbación  requerida  sobre el siskms es menor 
queí en el co de  reómetros  estandar, es posible  estudiar el comportamiento de 

sisqebs cerca de algunas inestabiliades (por ejcmplo, puntos críticolr). 
Finalmente, este método  nos  permite  la  obtención  de  información  reológica 
el uso  de un aparato  de  dispersión  de Ius, sin neasidsd de comprar un 

mdnicm cuyo  precio es muy alto. 
. -  
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CAPITULO V 

V.-' CONCLUSIONES 

Este  trabap, el cual esta enfocado  at uso de  la  técnica  de disper- 

sión ~ dk luz para la caracterixacih de  moléculas  poliméricas, muestra por un lado 
la Mbilidad de usar sistemas mecanicamente  excitados como herramienta  en la deter- 
rninakihn  de la distribución  de pesos moleculares  en  forma  absoluta y de l a s  pro- 

pied$des reoiógiw.  de soluciones  semi-diluidas, y p o r  el otro se muestra, mediante 

un + d e b  lineal para una cadena  de  copolímero,  como corregir la función  de distri- 
bu& de pesos moleculares pars esta clase  complicada  de  materiales. 

: Respecta al uso de una excitación mecánica externa  en una celda  de disper- 
sián/ de  Ius  para  la  determinación  de la distribución  de pesos maleculares, o b  
serrbrfms que  pueden  obtenerse  en forma simultanea dos de los  coeficientes que 
cara/ckrizan a las  moléculas de  polimero. Del conocimiento  de estos dos coefi- 
ciencB$  (el de difusidn y el  de d1mentación), se puede  obtener  el peso molecular 
de &? partículas. 

A pesar de  que este méto&o  produce  el peso molecular  en  forma absoluk, 
4 lhécnica tiene la limitación  de  que  prácticamente  solo es aplicable a parti- 
culap con peso molecul& atto: para partículas  de bap peso molecular,  el coefi- 

cie& de sedimentación es tan pequeiio que para lograr una modulación  suficiente 

en l l a  función  de  correlación, se requiere  excitar  m&uunente la celda c o n  una 
grad lamplitud a altas frecuencias. Si  embargo  lograr  grandes amplitudes en altas 

cias es muy difiiil. En primer lugar, en el caso '&I, la potencia nece- 
s s r  psra hacer o d a r  un obpto masivo con una cierta amplitud a una frecuen- 
cia, depende  del  cubo  de la frecuencia y de1 cuadrdo de  la  amplitud, hecho que 
difi dta enormemente  la  obtención  de  grandes  amplitudes  para altas frecuencias 
de qWación. 

fr? 

1 I Adicionalmente esta el problema de  que una parte considerable de Ia poten- 
l 
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Capitulo V 

cia mministrsda  al  mecanismo  de excitacih (et  cual  fue  en este caso un elemen- 
to piweléctrico), se convierte  en  calor  produciendo  una  elevación  en  la  tempe- 
ratura(  lde  la  celda  de  dispersión. Estos cambios  en  temperatura  obviamente  afec- 

tan a ¡ambos  coeficientes.  Cualquier  intento  de  aislar  térmicamente  la  celda  de d i s  

persi4n~  produce un incremento  en la masa  del objeto que se esta moviendo,  redu- 
ciendb  consecuentemente la amplitud de oscilación.  Queda,  naturalmente,  el recur- 
so die ~ enfriar  el  elemento  pieso-eléctrioo  mediante  el  uso  de $gun fluido  dieléc- 
trim ve enfriamiento. 

En el caso de  operar  el  elemento  piego-eléctrico  a altas potencias se debe 
tener:  lcuidado  de  aislar  mecánicamente todo el  portaceldas  del  sistema  óptico 
cornpbeb  debido  a  que se esta trabajando  en  la  técnica  heterodina y cualquier 
movihibnto  no  controlado  del  oscilador l o c a l  respecto a  la  óptica  de  detección, 
pued$  kambiar  dristicamente  la  proporción  de  la  intensidad  de  la  señal  a  la  in- 
tensieqd  del  oscilador  local  en  el medado óptico. Es recomendable  tambien  ha- 
cer b~k,  de uri aislamiento  acústico  debido  a  la alta intensidad  del  ruido produci- 

do Mr ~ el  elemento  pieso-eléctrico. 
Adicionalmente  a estos problemas  de tipo técnico, es tán  los  problemas  numé- 

r im1 bn el  proceso  de  inversión de la  transformada  cuyo  kernel es del tipo de 
Foudet-Laplace.  Como se mencionó  en  e1  Capítulo 11, a  pesar  de  que sea posible 
reco$r$r  en  general un eigenvalor más que  en  el caso usual de  transformada  de La- 
plaw, , aun subsiste el  probiema  de  que, debido a  que la amplitud de la oscilaci6n 
que. I W u l a  la función  de  correlación es mucho  menor  que  la  correlación  misma, la 
distribbción  que  carscterixu 10s coeficientes  de  sedimentación  de  la  muestra, tam- 
bien! e mucho  menor  que  la  distribución  de  ancho  de linea la cual caracteriza los 
c o e f ~ c i ~ t e s  de difusión.  Debido  a  que  en la expresión  para  el peso molecular  apa- 
r-1 hn cociente I de l a s  amplitudes  de  ambas  distribuciones, se debe  tener cui- 

dadq 'ai efectuar  dicha  operación,  porque  en los extremos de l a s  distribuciones 
l a s  +dplitudes son  t a n  pequeñas  que  aparecen divisiones por cero. 

Aparentemente los problemas  que  uno  tiene que enfrentar son muchos y di- 
ficil& sin embargo tener la posibilidad  de  determinar la distribución  de pesos 

rnolh+lams en forma  absoluta para particulas grandes (o pesedas) indepadiente- 
menk~ de la forma  de l a s  mismas o de su compo&& o estructura quhica ,  hace de 

j . .  
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capitulo v 

esta *nica un poderoso  método  de  caracterimción.  Quizás los polimeros sinté- 
ti- no sean el  mepr  campo  de  aplicación  para este tipo de técnicas, sin  em- 
barga rproblemas  como  el  de  partículas  de  iatex  suspendidas  en  sgua, para bio- 
poliqkrks que  son  macromoléculas  gigantes,  etc.,  parecen más adecuados  debido a 
que m n  un coeficiente de  sedimentación  relativamente  grande. 

EMos campos  de  aplicación son muy amplios,  dándole a !a técnica de disper- 

si6n de l u z  en sistemas  m&icamente  excitados,  una  gran  importancia  debido a 
que &e método ¿e  caracterización  tiene carscter de  absoluto. 

Debido  al hecho de  que un conocimiento  de l o s  coeficientes de  sedimentación 
y de rdifusión  de  la  partícula  produce su peso molecuIar  independientemente  de  la 

forrdq  composici6n y estructura química, un campo natural  de  aplicación es el  de 
los bdpolímeros  debido a que  la  existencia  de  una  polidispersidad  en  la  composición 
de lb  cadena produce  el hecho de  que  el  ,tamaño  de 'la partícula y su peso rnolecu- 
lar @o! esten relacionados  en forma unívoca. 

Con esto en ' mente  se  procedio  a!  an&lisis  del  problema  de  una  muestra  de 
cop+Ií+ros la cual es po~spersa tanto en  composición  como  en  peso  moIecuIar. 

Aquí se analizó  el  problema  de  una  cadena  lineal  de  copolimero la cual es for- 
mada, por copolimerixación  de  monómeros.  En este modelo,  llamado  modelo de Markov 
de  pyirner  orden, se supone  que  la  propagación en la síntesis del  copoiimero, est& 

oonbblda por las reactividades  de los  dos tipos de  monómeros y del tipo de mo- 
nónle$o  en  el  extremo  activo de la cadena radical. Esta suposición dá lugar a cua- 
tro'j fpibks reaacimes de  polimerixación. La siguiente  complicación  en  ei mode- 
lo ' drrespondería a la suposición  de  que  la  propagación  en la copolimerimción 
depierida, sdernb de las reactividades  entre ios monómeros y el  monbmero  en  el  ex- 
tretnq activo de la cadena,  de l a s  reactividades  entre los  monómeros y penúltimo 
mobqmero  en la cadena  radical; este hecho ROS lleva a escribir ocho ecuacianes 
de, ptopagación. %te modelo (llamado modelo  de  Markor  de  segundo  orden) no pro- 

d u e '  resulta¿- substancialmente  diferentes  al  anterior, y si dificulta  el ba- 

ta+i+nk, matemático. 
i ~ , El- modelo que  adoptamos  toma  en  cuenta  la característica  esencial  ¿el pro-. 

de  copalimerisación:  el hecho de tener dos tip diferentes  de  monómeros 
int,brb*onando unos con  otros  (a  primera vecinos) parra dar jugar a una cadena 
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lid: de copolimero. 
El an&li&  de este tipo  de sistemas muestra que es posible corregir los 

resul&jos de dispersión  de luz para obtener la verdadera funcih de distríbu- 

ción id4 pesos rnoleculares  de  copolimeros. 
8 ,  

Además  de  que la tknica de  dispersión  de luz dinámica es muy poder- y 

rápida ;I para Is obtención de la distribucidn  de pesus moleculares,  el  modelo pro- 

puesto~  para  corregir dicha distribución es uno  de los muy esc~sos dtodos para 

carabLbriser dicha clase de matefiles. 
Por Último, se propone un método  para medir l a s  propiedades viaCoelW1- 

de  rrpdluciones  semi-diluidas  de  polimeros  mediante  el  uso  de un dispersor  ¿e lus 
dinábjco. 

Debido al hecho de  que  en  el  regimen  no  diluido,  una  miuci6n polimérica 
pr*$a propiedades viso-elásticas, y corno la técn ica  de  relocimetria Doppler 

(dis$x$sión  de luz dinámica] proporciona  información  sobre el movimiento  del 

sisten)a bajo consideración, es posible  obtener  tanto  el  defasamiento  como  el c e  
ciedw  de  amplitudes  entre  la señal que excita  al  sistema y el  movimiento  de és- 

te. ; d o n  esta información es posible  obtener  los módulos, tanto  el  disipatiyo e 
mo  lei  acumulativo,  en  función  de la frecuencia. 

La posibilidad  ¿e usar l a s  técnicas de  dispersión  de lug para h mediciin de 

pro&xiades reológicas de  soluciones  poliméricas,  además  de  aumentar las poten- 

cislidldes de un dispersor de 1\33, permite  mediciones rbpidas, con poca cantidad 

de hbestra J menos  perturbativas  de t a l e s  sistemas. 
Se han  mostrado  en este trabajo tres nuevos métodos l o s  cuales permiten la 

carb&rimifm de sistemas poliméricos  usando la técnica  de  dispersión  de luz. 
Soluciones ¿e macmmoléculas  en  diferentes  regímenes de concentración  son 

su&e#dibles  de  ser  snalimdos p o r  medio  de  la  técnica  de  dispersión  de Ius dmá- 
miMi  Información básica, como la distribución  de pesos moleculares o propiedades 

eklskas, pueden s e r  obtenidas  en sistemas tan  complejos como los copolímem 
habiqndo uso de estos nuevos  métodos  de  caracterirsciiin de sistemas potiméricae 

lss técnicas de dispersión  de Ius. 
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- !  RADIO DE GIRO DE MOLECULAS 
DE FORMA ARBITRARIA. 

El cálcuio  del  factor  de  estructura flv) para moiéculss de una cierta 

especifica ( p o r  ejemplo para cadenas  flexibles,  varillas rgldas, etc.) es 
/conocida (H. 12); sin ernbargo, para  moliculas de forma  arbitraria el 

- 8  de estructura, para pequeños valores d e l  vector de  dispersión 7, d i  in- 

4ión sobre el radio  de giro % de la molécula. E3 radio de giro cuadrá- 

ie la molécula es definido  como el promedio  del  momento  de  inercia respecto al 
i de masa por unidad de masa, o sea: 

Aq í, como es usual, el promedio es t o d o  sobre todas l a s  configuraciones que 

pu B tomar la moiécula, y hi es el vector de pos.iciÓn del  segmento " i " 
r &to al centro  de  masa  de la cadena. Como todos l o g  segmentos de la cadena 
tiedeh ta misma  masa,  entonces la ecuación (AI-1) se reduce a: 

F 
.J 

I 

cor/ l e S t a  definicih es facil  calcular l o s  radios de giro pare moléculas  de  forma 
codobida 

. m  R,1 = LZ/U Moléculas r'&las de longitud L . 
I 

€2; = &/6 Moléculas flexibles con n monómeros 

I 
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cada uno de longitud 

Para pequeños valores de 7 podemos desarrollar (1-54) en potencias de Y 

Para evaluar  el promedio sobre todas l a s  orientaciones, escogernos el vector 

y a :lo largo del eje " z ", y como W a s  l a s  orientaciones son igualmente 

&bl@, la función de distribución de probabilidad para l a s  orientaciones es 

(1/4rl Con esto, la ecuaci6n (Al-3) toma la  forma: 

(Al-5) 

en cont&uencia 

(Aí-6) 

("71 
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A2.- LA APROXIMACION GAUSSIANA 

Solo bap ciertas condiciones l o s  métodos hornodinos y heterdinos 
contijenen  la  misma  información. 

Son l a s  propiedades  estadísticas  de las fluctuaciones en la polaritabilidad  de 

la ~hacromoiécula, l a s  cuales deciden la relación entre 1) e !f$p 1)- 

La mposicidn  fundamental es que  la  cantidad &,I (v 1) es una  variable es- 

(A2-1) 

siendo *@o, ~)a$&$' la  probabilidad  conjunta  de  que 11 tenga un valor entre 

q0 y q0 -e d q o  al tiempo cero, y un valor entre @ J 9 + d q  al tiempo 4. 
Un teorema  sobre  distribuciones  gaussianas (42) establece que: 

Si 'el conjunto de variables kc &X*, . . , &X, &n distribuidas de acuerdo 

a 

el d u l  es una  combinación  lined  de las variables b a ,  
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(A2-5) 

(AZ-&) 

(A2-8b) 

(A2-94 

(A2-9b) 

97 
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se shue la relación 

= (2rU$PXl - %I) b '  )- (A!"*) 

Una rex que P(*% @,] ha sido calculada, basta evaluar l a s  in&- 

Vernos que  suponiendo  que l a s  variables dcr, SOR variables aleato- 

rim gaussianizs ( ~ w ~ Ó R  A2-4), obtenemos  que y [ p  ¿) e yg(p ¿' edán rela- 

cioriadas mediante la ecuación (AZ-13). o sea que la técnica homodina y la hete- 
rodha contienen la misma información. 

, 
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A3,i- ANALISIS DE DATOS DE: 
DISPERSION DE LUZ 

Los efectos de  polidispersidad  en  polimeros  han sido eduddos median- 
te 19, técnica de  dispersión  de lux dinámica. El análisis  de los dabs provenientes 
de  &a  técnica ha dado lugar a diferentes métodos, de los cuales  mencionaremos 
lm bas importantes. 

La función  de  distribución  de  ancho  de  linea qr) será definida  en 

tenleado adern& la condicidn de  normalización 

(A3-2) 

(A3-3) 

Este es URO de l o s  métodos más antiguos  para  obtener la función de distri- 
bu+¡& de  ancho  de linea, el cual tiene la ventaja  de que ninguna suposición 

aptiqri es requerida sobre la forma de la distribución. , 
, ,  

I Dc la  muación (A3-2) vemos  que ’ la  función  generadora dc momentos 
I 

” 



Apendice I11 

M(-4; r) es 

M(-¿; r) =, (exp -rt) = $I(J,J (A3-4) 

Los momentos  de la distribución qI') ,estln relacionados a l a s  derivadas  de 

M-t, r) mediante 

(r,) = [dm+, r~/(-t,~]-,=~ (A34 
En  forma similar, podemos  definir la función  generadora de cumulanbs 

~(44, r) como 

"-4,  r) = Ln M-t, r) = ~nlg.dt)l 

El m-ésimo  cumulante km de qr) viene dado p o r  

térr)li*os de más alto orden en 4 reflejan desviaciones p (1) de una sim- 

ple ~ eiponencial. 

La expansión  en  cumulanter  de l a s  funciones de correlación y[p 4) y 

9 4 ~  1) son: 

y,(? t) = 9,(p O) exp (-(r)¿ + &/!2! - psp/3! + - .  .) (A3-8a) 

4) = y,@, O) exp Z(-(r)t + p#/2! - p#/3! + . - .I (A3-8b) 

on ! donde hemos definido 1 0 s  primeros cumulantes 

klr) E (r) (A3-W 

kar) = = ((r - (r)p) (A3-9b) 

100 
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Denotando por A 7  el tiempo de muestre0 del auto-correlador, l a s  expre- 

sion&  (A3-8a,b) se yen como: 

Jfdtp nA7) = O )  exp p (-(r)nA~ + pdnArf/'LI - / ~ ~ ( n A ~ y / 3 ~  + .) 
(A3-8*) 

con Pdl, 2 y " n " el número  del canal del  correlador. 

Si l o s  datos experimentales  obtenidos del correbdor se denotan por CAI&) 

entoha, los valores  óptimos para los  par6metros km(nAT) (= r, k, pa, . .) 

siendo a n  l a s  incertidumbres de los d a b  erperimentaleo C, (~167) l a s  

cuaiiesl son introducidas en (A3-9) corno factores de peso; la suma  va sobre el nú- 
merb de canals del  correlador, 

Es usual usar un algoritmo  de busqueda del  tipo  Marquardt (46, 47) para 

enabnitrar l o s  valores  de los parámetros (r), p2, pJ, . . . , el  cual combina 

una/ hsqueda del tipo gradiente,  con el método de  Iinearirnción, 

&te método  consiste  en  aproximar &I (l) por un número de pasos dis- 

creto8 de la forma: ri +g 
A 

(A3- 10) 

en 1 d(onde M es el número de cajas del l i i irarna, AI' = (r, - I'.,.)/M es el 

an+hb de cada caja, y-!@J se supone  constante  en cada caja. 

3 6  

I .  

101 
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en 

de 
leS 

3. - 

line 
tm 

de 
anc 

en 

nl proceso de  optimización  de  mínimos  cuadrados: 

I 

ldnde como antes C, fnAT) son l o s  valores experimentales de la funcidn 

atrelación, AT es el  tiempo  de muestre0 y la suma va sabre todm los cana- 

e[ correlador. E1 número de pasos " M en el histograrna es variable. 

&"OD0 DE DOBLE EXPONENCIAL (45) 

Aquí  la  función  de  distribución s(r) se modela corno una  combinación 

I ~ de das funciones  delta  de  Dirac, lo cual significa  fisicamente  que  la mues- 
gnsiste de dos diferentes  tamaños  de  partícula. 

EWe tipo de modelo es uti1 para el caso de  tener  diskribuciones  bi-modales 
pSrtículas, y para distribuciones  uni-modales dá valiosa información  sobre el 

a) de la  distribución  de tamaño de  partícula. 

La Función qI') tiene  la  forma: 

W') = Q, B(r - QJ + Q~ Nr - QJ (A3-13) 
donde l o s  cuatro par6metros Q, Qf, Q,, y &( mn l a s  inciignitas que , 

. .  



se &tan usando míniiwr cuadrad- no-lineales. De la ecuación (A&2), la fun- 
ción ide correlación -. 

p(C) = Q, exp -a¿ + Q,,, exp -a¿ (A3-14) 

A vecm es introducida un parárnetro adicional para ajustar la  linea k 

p(t) = Q exp -at + 8s exp - ~ b  + Q (A3-14*) 

Se usa esk tipo  de  modelo  cuando,  de la lus  que alcansa al FobdeSector, 
una wrte importante es IUZ extrariada (o sea, que no proviene de la sofución 
de ~Iúneros), o cuando la muestra no esti lo suficienkmente limpia, producien- 
do bnu función  de  wrrealción muy "ruidosa", o cuando  el  wrrelador no tenga los 
c a + l e ~  que representan la linea base lo dicienbmente alejados, en kmpo, de 
la c+&la&n en sí misma, 

line$ base. 

En general ao ea aconaejabk ckjw flotando la linea b debido a que km 
ex nmtes Q y Q1 son muy sensibles a cualquier pequeña r a r k i h  en la 4 

I 

! 

I 
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de & I  eeuaci611 de Frbdholm ea del tipo de Laplace 
Para el Itzrael de Laplace puede establecerse una ecuación de eigen-valores 

Eb importante hacer notsr q u i  que l o s  eigen-valores X, decaen a cero 

(A3-Nb) 



Apeadice I11 

fuera &ctivamtnte cero para  frecuencias mayores que O.,., entonces  ninguna fre- 

cuenc$a más grande  que éda, contribuiria .a y[¿) independientemente  de su wn- 

bribuiidn a qr). &te es un efecto de filtrado. 

I 

~ El problema  de  invertir la ecuación (A3-2) puede hacerse en forma  forms1 
m e d i ~ n b  el uso de 108 desarrollos en eigenfunciones (A3-19a,b): 

= ~mrnlbwLPdr)dr IA3-m 

b" = s,"p(~B"(w (A3-22) 

en d*, de (A3-l9b), el valor de b, viene dado por: 

' Fa la práctica, es imposible  evaluar  completamente la función qr,) 
deb& al comportamiento  de Xy: para grandes valores  de U, los eigen-valores 

~ 

por ~ @- La máxima frecuencia  que  puede s e r  recobrada,  consistente con los  ni- '",~ de ruido, errores de redondeo  en los c6lculos, etc. , entonces la eerie 
[A @a) queda coma 

qr) = J"=.= %+dr)d@ (A3-B) 

Es& ecuación  puede s e r  interpretada en base a la información  contenida en 

de toda la información contenida en la función  de wrrelaci6n ~ t ' ,  

 una parte, la park de más baia Frecuencis O S O,,, puede ser recobrada f 
105 
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pars ! l a  obtención  de !@) sin  embargo  existe  otra parte de  la  información la, 

cual +a sido contaminada  con  ruido J no SS suceptible  de ser recobrada- El p r e  

tender leoobrar park de esb informaci6n  contaminada trae corno  wnsecuencia 18 

aparidóp  de  componentes  altamente oscilatoii en  la  Función de distribución qr). 

trun @os la serie a Frecuencias  menores  que a,, el  efecto de1 filtrado 

puedf ~ producir un sobre-suavizamiento en la función qr), perdiendo park 

de IS/ ya escasa información conteida en ~ ( 4 ) .  

d 

~ Si corno casi siempre sucede, las rariibles I' y 4 son restringidas 

s r i hitas y dkcrebs, los eigenralores y eigenrectores resultsntes se tuel- 

ten +tos 3 finitos en dimensi6n: 

p&)= &xp -r&ts(ri) ; i = 1,. . . , N  ; i = 1,. . . , n (~3-24) 

fbrma mstaicisl: 

i p = d*3 (A3-25) 
' Aquí " N " es el  número de canales del corrdador y " n " es el número de 

tes usadas para modelar  la  función  de  distribución ts(r) .en una 

6n de rs(r) por hidqrama, n sería el  número  de cajas que  forman 

m En general N >> n. , o sea que  el  problema d sobre-especificado- 

- .  

tiene corno dimensión (N X n). 
~ 

i La forma usual de  resolver la ecuación (A3-25) es por el  método  de  mínimos 

cusc/rz/km el cua l  consiste  en: 

IMs una matriz real de (N X n) 'y  dado un 

r e d  p de  dimensión (N), encontrar un vector res1 9 de dimensión (n) 

I 



Apendice 111 

el c a l  minimire la longitud euclideana ¿el residuo (d-3 - p ), sujeto 

al hecho de que l o s  datos numéricos que constituyen .sf y/ó , tienen 

una hebisión limitada". 

para t  ecuación (AS%) como: 
~ Como consecwacia de ésto, escribiremos el problema  de minimos cuadrados 

íp - d4!J (A&%*) 

~a matrb d puede s e r  escrita en la  forma (3) 

(A3-26) 

I 

I 

en dbtide 'u y son makices ortogonales de (N X N) y [n X n) respectivamente, Y' es 

una 1 *atria diSg0~I cuyos elementos son no-negativos. Los elementos diagonaIes 

de 4 e&n ordenarse! en forma no-crecientq la  daga signi€ica el transpuesto. 

expresión  (A3-26) es llamada una descanposición en valores singulares 

de martri Jd, y 109 elementos " si " de Y 8e l e s  Ham " valores cingula- 

r d . ~  ($m esta deacromposición, la ecuación (A&%*) se ve como 
~ 

(A3-27a,b) 
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I 

Vamos a considerar posibles sotuciones candidata de la forma 
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d i e n b  a soluciones  del  problema truncada mientras menor sea It " más sere- 
ro & el filtrado, produciendo un sobre-suavisamiento  en la función  de diiribu- 

1 
oiórl ~ 

, 
91 =u I !  (A3-31) 

1 1  

~ ' El efecto de introducir una nueva  componente P, en la solución can- 

didacoi Pk1 reduce el cuadrado  del  residuo por p2i ; de (A3-31) 

he*. 

~ I Pl * = P!I2 = & ppi = Zk+r (Pi /Si 1' 
en balnde la primem igualdad se debe al hecho de que u es una matrix ortogonal. 

ECI u d o  del residuo d f d  

p 2 k  E %.( - &@'Ip w*p - U w ~ * ~ ~ ' ~ ~  = 

= 1p - Y*Plp = ZNj&+, p*J 

p2k EMi.k4 P J 
4 "32) 

Notamos que si incrementamos  el tamaño del vector crmdidak, mluci6n S'@], 

&rma del  residuo es disminuida, pero Ia longitud del rector e8 aumen- 

L 

Uno tiene que encontrar  un indice ' k ' t a l  que todos log valores ingula- 

si. para j .  S 'k sean aceptablemenb grandes y que la norm d e l  residuo 

b aceptablcmcnte  pequeiia.  Para tal indice, podmos tomar como un 

dr solución  acepbbIe ¿el problema de minimus cuadrados (A3-28). 
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A41- CORRIMIENTOS DOPPLER PARA 
ALGUNOS SISTEMAS 

~ Como  ha sido mencionado,  el  corrimiento  en  frecuencia  de la lu disper- 
sa4 m debido a los morimien&os  de los centros dispersores, o sea es un corri- 
mieqb del tipo Doppler. &te corrimiento esta complehmente  especificado  una res 
que  obnozcamos el movimiento  del centro dispersor. En este Apéndice  analisaremos 
va Dd. ! c 8 s o 5  de interés en diferentes  campos  de la ciencia. 

i De ia ecuación (1-46) remos que  el  comportamiento  temporal  de La Función 

Bas/a+ en  consecuencia,  conocer la función de  distribución para l o s  diferentes 
que queramos analkr, y calcular su transformada  espacial  de Fourier pars 

obt&r el  comportamiento  temporal de la funci6n de  correlación. 

, 

1.- PiS%RSORES ESTATICOS 
i 
~ 

Para este caso la función  de  distribución  de probabilidad es de la forma: 

I 
i 

W@v)) = tww) (Al-1) 
con bta funcíón  de  distribución podemos calcular el promedio  sobre  el  ensamble 

(exp iyP(4)) = 1 (A4-2) 

en hsecuencia, la  función de correlacsn toma la forma 

o,  el espacio de  frecuencias I 3$cp t )  = cte, (A4-3) 

(A4-4) 

- *  ”.”& , u --- . . , 



I I  , .. . 

nota6 que en el caso de que l o s  centros dispermres estén &áticos, no hay co- 
rrimie&o M la frecuencia de la hu dispersada- 

c .- -m 

(A4-6) 

(A4-7) 



IPERSORsS CON MOVIMIENTO DE DIFUSION TRANSLACIONAL 

~ Este es una de l o s  casos más importantes para  el trabap con  materiales 
r i c o .  Consiste en el análisis del  movimiento  que  sufre  una  partícula  la 
da  disuelta o suspendida  en un fluido. 

~ La ecuación  que  gobierna  el  movimiento  de e s b  partícula esta dado por la 
$I de difusión: 

I 

, 

I 

(aW(%"(t), ¿)/dl) = DV"(I), 4) (A4-10) 

e D w el coeficiente de  difusión. Basta obtener  la  transformada  de  Fourier 

para  conocer el comportamiento  temporal  de  la  función de correlación. 

' La transformada  de  Fourier de (A4-10) es 

I (d.ca, &)/a) = -q2 D W(v 4) (A4-11) 

I qv 0) = CQe (q2 W ( ( ~ l  - @¡Y + ( 4  w) (Abll*) 

6 que  cuando les centros d i s p M s o r e s  ejecutan un movimiento  difusiro (o seta, 

lbdo por  la e c d n  de  difusión), la función de correlación es una exponen- 
yenk cuyo tiempo de relajacíín es (q2 Dr'- En el espacio de frecuen- 

I que se abtiie es una lorentziana  centrada  en la frecuencia de Ls I u s  in- r ai y con un semi-ancho  de (q2 D) a la mitad de la  altura. 

~ Otro caso posible de analirar es aquel em donde hay superpuestos 108 mori- 
de diFusión Lnnsiocior\al y otro movimicnb armónico producido por Fum- 1 c russ .  Etde caso es el conknido del Cspitulo lI. 

i 

~ 
. .  

I 
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A51- PROPIEDADES DE SIMETRIA DE LAS 
~ ~ FUNCIONES DE CORRELACIUN TEMPORAL 

y ~1 = O respectivamente. El operador  (exp ¿d!t) genera  el estado r, ¿el estado 

inici 11 rash por la  cual es llamado  "operador  de  evolución  temporal". 
9 '  

Una propiedad mecánica del sistema es por definición,  cualquier  función  del 

4 del sistrms: Jd = Jd(r). Cuando  el estado cambm, la propiedad  mecá- 

Jd cambia. La propiedad .d depende  de1 k i e r n p o  solo a hares de la dependencia 
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de r~ en el tiempo. 

La rapid- de  cambio  de d viene  dada por. 

cuyal sblución  formal es: 

dr? 4) = (ap w k r ,  o) (A5-5) 

~ La función  de mrrelaciin temporal de la variable d puede ser expresada 
~ 

m&. 

qi) = JPdrbf(l', OMr? 4)ar (A5-6) 

en ~ dbnde Pdr) es la  función  de  distribución  del ensamble en  el  equili- 

briol €kackndo uso de (A5-5), la expresión anterior se ve como 

I 

qi) = lPdI3Sfr) (erp  u(r)dr (A5-7) 

Es costumbre  denotar  el  producto en (A5-6) coma 

Analizaremos  a  continuación  como las propiedades de simetría  del  hamilto- 
niaqo !afectan las funciones de correlación  temporal. 

1.- kEXF¿IA DE INVERSION  EN EL TIEMPO 

Suponga  que ¡a propiedad dm se transforma como: 

(A5-9) 

_.. . . I - 4  ,. * . . " - . " ._i - """ "" . ."."".- i 
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trib#in de equilibrio salo es función  de x, as¡ que  tambien es invariante- 

El o)nmdor de  Liourille cambia de  signo  debido  a  que  contiene  derivadas r e s p e c -  
to a 14 momentos. 

I 
I En resumen, bap la transformación (q, p) + (q, -p) tenemos. 
i 

JC +x ; u -,"U ; pdrppdr)  (A5-10) - 
Esta ttansformación es llamada  "transformación  de  inversión  en et tiempo". , ¡  La función de  correlación musada 

(A5-11) 

re 

O 

S i l  
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APENDICE VI 

A@- TEDRIA DE CADENAS DE MARKOV 

En general un proceso de Markov es aquel  para  el  cual l o s  valores  de 
la tatiable aleatoris x, (r = 1, !l. . . p) dependen de l o s  valores  anterio- 

res x, (con S < r ) solo a haves d e l  último  valor  disponible, o sea 

En el CBBO en  que la variable x, d o  puede tornar .ralores d i s c r e t o s  
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part% todo valor de " r ''* este tipo de  proceso es conocido como Vadenas de Mar- 

kot"j La mntkhd p(xrbr4) es Ilamads la probabifidad de  transición 

~ Si para cada paso de ia cadena hay dos  probabilidades  asociadas  p,(xr) y p&~lL ~ entonces la Cadens de Markov es bidimensional,  para lo cual ink- 

duci@ms una notación rectorial. Este tipo de  situaciones se dá por ejemplo  en  el 
cad be un caminante  al asar m dos diferentes  longitudes  de  paso, o en  el caso 

~ 

molécuia de copolimero  en Is cual hay dos diferentes clases de monómerw 
la  cadena. 

En cada paso de la cadena, la probabitidsd será denotalla por: 

y 14 iprobsbilidad de hransición m á  una matrh de (2 X 2) cuyos cuatro  elementos  dan 

las p~obdidades condicionales de que elementos  del tipo A y del tipo B for- 
m nl lb cadena 

~ 

J('xbr-J = 

Por ejemplo, aquí %d&r-J es la probabilidad condicional de  encon- 

trai Iun elemento  del  tipo A en la posición x, si en la posición x , , ~  habb 

un L I ~ ~ ~ c o  M tipo B. 

i & importante h a c e r  notar aquí que h suma de todos los elementos  de  cual- 
qu' I columna es igual 8 uno. 

M++ ve como 

L8 ecuación ¿e Chapman-Kolrnogorov para este caso discreto de cadenas de 
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~ 

~ i f i r )  = qho) (A6-12) 

en kdnde hemos suprimido  el argumento de 2 porque la matrix es condank 8 

IO lar+ de cadena. 
~ 

' 
i ' La  solución de esta ecuación nos d6 la probabilidad  de  encontrar  elementos 

~ 

A o B en posición x,. 

Ji 

* '  

trT*l ~ = % = X ; S ,  ; b,*2!=Ait'; ; i = l ,  ..., k (A614bI 

La técnica para resolver esta ecuación es llamada "método de  cadenas  de 

Ma kdv" y consiste en  descomponer la matrix 2 en función de sus matrices 

rales. ' 
Si denotamos por X l o s  eigenvalores  de la  matriz $ la  ecuación 

car c+ristica ~ 6 :  

B-xtlI=O (A6-13) 

en h d e  las barras rerticsles significan el determinante y es la  matrir unidd 1' ~ 

Sean Si y pi los eigen-mtores derechos e kquierk, 5i es 

un ~ lector columna y Pi es un vector  renglon  (el Gmbolo + knifiGa el 

dimensión de la mdrir d la c u a l  en d e  es k = 2). 

118 
i l  



Apendice VI 

Con la introducción de estas tres nuevas matrices Y, S, y A, lab: ecuaciones 

(Aql+,b) se ven como 

N ' =  $*A ; Y.% = A.3 (A6-l7a,b) 

Las matrices  espectrales 4 son definidos como 
I 

I 4=k¿+i (A6-18) 

Es importante  mencionar  que  el  producto t i  si es un escalar, 

Hemw podido esoribir la math 9 corno combinación lineal de matrices 
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0 -  w$ = Ckbt X'i ai w6-m 
~ Debido al hecho de que la suma  de todos l o s  elementos  de cualquier wlum- 

na c(e ~ 2 es igual a la unidad,  uno de l o s  eigen-rectores es (4 1, . . . , 1) y su 

w r r ~ d i t n t e  eigen-valor es hmbien la unidad,  además  de  que &te es el  ma- 
l '  

~gll wr y por XI = 1 ese eigen-valor;  con ésto ,  la ecuación (A6-25) 

8t d e  partir como: 

f i t ,)  = S, + xki4 ai si (A6-S) 

Como Ai (¿ 4 2) es menor  que  uno, entonces si el número  de 

elernhos en la cadena es muy  grande r >> 1, se tiene X'i -* O. En conse- 
I 

si el  problema es no-degenerado, hay una  distribución  límite  para f i r , )  

el número de pa,- ea  mucho mayor que  uno: 



APENDIE VII 
I 
I 
~ 

A7j- TAMAÑO ECSTADISTICD DE CADENAS 
I 

COPOLIMERICAS 
I 

i 
I 
~ Consideremos  primero  el caso general de un volador al azar el  cual 

esta lfdrmado por un número total de n desplasamientos *i (i = 1, 2, . . . , n) . 
~ 

~ 

~ Supongamos .que la probabilidad  de  que  en la ocaci6.n j-ésima, el  desplaza- 

I de la partícula d entre ' l~ i  y IC, + d l c i  s. 

en  donde pi denota  el  desplazamiento  cuadrático  medio esperado en la 

6 ocación.  Supondremos  adicionalmente  que l o s  desplammienk ocurren en 4 
I' 

~ 

di ibnes al amr. 

1 Debido a que estamos mteredos en  el caso de cadenas copdiméricas,  4 so& 

~ ser 4 ó & ; del  número total de paswr " n ", vamos a denotar 

por d, el  número  de pasos de longitud & y por nb el número de pasos 

de bitud &, por lo  tanto 
- .  

~ n = n, + nb (A7-2) 
i 
~ La probabilidad w(%w de que  la posición de la particda, despues 

de 1 ~ n desplarsrrmientas se encuentre en el  intervalo (q x + viene 

4 rbor (.u) . 
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(A?-5) 
J dbbo a que &ocios l o s  monómeros del tipo A son iguales entre si y l o s  del 
tipo ~ d son iguales entre si, l o s  productos en (A7-5) se convierten  en: 

la &I, dapputm de substituir l a s  expresiones 
Plata/u@mto (A7-1), resulta 

(A7-6) 
para la probabilidad de cada des- 

Conociendo la función característica .d,, (p), la distribución 

~(. , i  tiene la forma 

~ (A7-0) 
¡ I  

Con esta expresión,  pademos  evsiusr Is distancia  cuadr6tica media definida 
p o r i  

(A7-9) 
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FIGURA 1-1 
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FIGURA 1-2 

d a  en toda6 direccioneq la Ius dispersada con veo- 

tor de onda & U q p  al detector. El rector ¿e dispersión 

definido como = & - & define el piano de dispersión. 7 
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FIGURA 1-3 

4 em et vector de posición del centro de rnasa de la 

molécuCa " j a ; br d i  la posición del monómm, a m de 

la  rnolécuia j r e s p e c t o  al centro de masa. 
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FIGURA 1-4 

La Ius dirpperseds por dos diferentes aegmento8 I y m I) 
- d e  una misma molécula, d detector con una diferencia 

¿e fase O la cual depende de la diferencia de caminos 6ptioos. 
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