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INTRODUCCION

El estudio de la dindmica de un sistema que interacciona con
un bafio térmico, entendiéndose por bafio térmico al conjunto de
restricciones o grados de libertad que puede tener un sistema, ha
sido de gran interés en la historia de la Fisica y en especial de
la Mecanica estadistica(1-14,17]. Fué en 1828 gque R. Brown
investigd de manera sistematica el movimiento erratico de granos
de polen suspendidos en agua y en honor al autor se le llamd a
este movimiento Browniano. Ampliando sus observaciones a
particulas inorgédnicas obtuvo su principal conclusidn, pues se
dié cuenta de que el movimiento azaroso no se debla a causas
biolégicas. Sin embargo fue hasta 1905 que Einstein(l1], e
independientemente Smoluchowski{2], llegaron a conclusiones
determinantes en la descripcién de este fendédmeno, que fueron las
siguientes:

- E1 movimiento browniano se debe a impactos extremadamente
frecuentes sobre el grano de polen producidos por el movimiento
incesante de las moléculas del liquido;

- E1 movimiento es t&n complicado que el efecto que produce
en el grano puede ser descrito sblo estadisticamente en términos
de la frecuencia de los impactos;

- Cuantitativamente predijo que a tiempos cortos, t«t 1, el
desplazamiento cuadratico medio de la particula es proporcional
al cuadrado del tiempo transcurrido

<x®> = t2,
es decir que su comportamiento corresponde, de acuerdo con la
mecanica clasica, al de una particula libre y este es un proceso

reversible. Sin embargo a tiempos suficientemente grandes, t»t,

1 T representa un tiempo caracteristico T = con M la masa de la

X
n
particula y n la friccidn u oposicién al movimiento que presenta
el fluido en que estid inmersa.



el desplazamiento es proporcional al tiempo transcurrido
<x*>=20Dt

donde D es el coeficiente de difusién, i.e. se entra a un régimen

difusivo y por lo tanto el movimiento Browniano corresponde a un

proceso irreversible.

- Predijo el valor del nimero de Avogadro.

Todos estos resultados estan fuera del ambito de la termodinamica
clasica, ya que todas estas consideraciones estan relacionadas
con el carécter atémico de la materia.

Las explicaciones de Einstein acerca del movimiento
Browniano se consideran como el inicio del estudio de 1los
procesos estocdasticos que ocurren en la naturaleza.

En este trabajo haremos uso de la teoria de 1los procesos
estocdsticos, para describir el movimiento de una particula
Browniana sumergida en un fluido a través de 1la ecuacidn de
Langevin y de la ecuacién de Fokker-Planck. La ecuacién de
Langevin

d _ P
aEP(t) = LI + F(t) (I.1)

corresponde a la segunda ley de Newton para 1la particula

sumergida en el seno del fluido, donde la fuerza que actia sobre

ella se descompone en una fuerza sistemdtica , - 7 % ,con My P

la masa y el momento de la particula respectivamente, esta fuerza
es debida a la oposicidén de origen hidrodinamico, que presenta el
fluido al movimiento de 1la particula y que estda dada por 1la
friccién entre la particula y el fluido 7; y en una fuerza que
varia mucho mads rapido que la fuerza sistematica, i.e. una fuerza
estocastica, ¥(t), provocada por las maltiples colisiones
azarosas de las moléculas del fluido y la particula Browniana.

La ecuacidén de Fokker-Planck es una ecuacién de evolucién
para la distribucién de probabilidad W, que describe ‘el
comportamiento de la particula browniana

a2
W(P) + D ‘—2—- W(P) (1.2)

a’p

a _ a
3t W(P) =m 3P

=+



aqui D es una constante relacionada con el coeficiente de
difusién, m es el coeficiente de friccién y donde hemos
considerado que el impulso de la particula browniana P es la
variable relevante en el problema. Asi la solucidén de la ecuacibn
de Fokker-Planck nos dice cual es la probabilidad de que 1la
particula tenga un impulso P en el intervalo (P, P+dP) al tiempo
t. La descripcién que se obtiene de la ecuacidén de Fokker-Planck
muestra en todo su esplendor el caracter estadistico del
problema. Es importante notar que las descripciones en términos
de la ecuacidén de Langevin 6 de Fokker-Planck son completamente
equivalentes desde el punto de vista fisico. Ahora bien, las
ecuaciones (1.1) Yy (I.2) surgieron en 1la literatura como un
modelo fenomenoldégico que describe al movimiento Browniano, pero
es bien sabido que estas concepciones se han extendido a muchos
otros casos donde el comportamiento de las fluctuaciones juega un
papel relevante.

En la literatura se han hecho intentos para deducir, a
partir de una dinadmica hamiltoniana ecuaciones que tengan o que
se puedan interpretar con un caréacter estocastico. Asi, uno de
los primeros trabajos (1965) que, con éxito, logrd obtener en
forma explicita las ecuaciones de movimiento para un sistema
interactuando con un bafio térmico fue el de Ford et al[{4]. En él
los autores plantean la posibilidad de representar a un bafio
térmico como un conjunto de osciladores acoplados (clasicos o
cuanticos). Y en 1973 fué Zwanzig[5] quien propuso un método de
obtencidn de Ecuaciones de Langevin Generalizadas para
acoplamientos arbitrarios entre la particula (el sistema) y el
bafio térmico, con una temperatura constante en el bafo.

Partiendo del trabajo de Zwanzig varios autores han hecho
aplicaciones tanto en el régimen clisico como en el cuantico[6-
13]. A lo largo del primer capitulo de este trabajo se expone el
método de Zwanzig y dos aplicaciones hecha en el régimen cléasico,
en ambas aplicaciones se considera una temperatura constante para

el bafo. La primera aplicacién es la hecha por Lindenberg et



al[6], estos autores estudian un sistema acoplado bilinealmente
al bafio, compuesto de osciladores, i.e. el acoplamiento se
expresa 1lineal en las coordenadas del bafio y 1lineal en 1la
coordenada de la particula y obtienen la ecuacién de Langevin
Generalizada para el sistema. Después se incluye el trabajo de
J.Mencia[8] en el cual, manteniendo la interaccidén lineal entre
la particula y el Dbafo, se modela al bkbafio como modos
hidrodinédmicos al precisar que el conjunto de osciladores
presentan una distribucién de frecuencias de tipo
Lorentziana[15], obtienen la ecuacién de Langevin Generalizada
para la particula y ampliando el espacio de variables([16]
"obtienen la ecuacidn de Fokker-Planck correspondiente a dicho
espacio.

En el segundo capitulo, continuando en el régimen cléasico,
se plantea el caso de Brey et af[14], en él la particula y el
bafio estan acoplados linealmente como en 1las aplicaciones del
primer capitulo pero la temperatura asociada al bafio contiene una
dependencia temporal, misma que se introduce en las ecuaciones de
movimiento de los osciladores suponiendo que la temperatura se
controla a través de algun mecanismo externo. Para este caso los
autores obtienen sélamente la ecuacidén de Langevin Generalizada
para la particula browniana. Mostramos ensequida(17] la obtencién
de la ecuacién de Langevin generalizada para cuando el bafio
térmico se modela como un conjunto de modos hidrodinamicos. A
partir de esta ecuacidén de Langevin Generalizada se amplia el
espacio de variables y se construye la ecuacidédn de Fokker-Planck
correspondiente, el proceso descrito es un proceso No-Markoviano.
Se procede a resolver esta ecuacidén de Fokker-Planck de la forma
mds general posible, sin hacer especificaciones en la funcién de
temperatura.

En el régimen cuantico, la interaccién entre una particula y
un bafio mecdnico-cuantico es de sumo interés no sdlo en el campo
de la mecanica estadistica sino también en otros campos como el

estado sbélido, ©6ptica cudntica, fisica atémica, etc. Existen



diversas contribuciones[13], que usando diferentes enfoques
buscan describir dicha interaccidn. El1 enfoque que nos interesa
es el que busca una Ecuacién de Langevin Generalizada Cudntica y
por ello dedicamos el tercer y ultimo capitulo a incluir en
reslimen los trabajos de E.Cortés et af[10,11] en los cuales los
autores derivan una ecuacidén de Langevin Generalizada para un
sistema, con un sbélo grado de libertad, que interactiia con un
bafio térmico de osciladores cuanticos[4], la interaccidén es
bilineal, lineal en los operadores que describen al bafio y lineal
en los operadores que describen al sistema[6] dicho acoplamiento
se toma en su forma completa (FC)(en las referencias[10,11] se
puede ver el caso de la aproximacién de onda rotacionalwa, Yy
que puede deducirse para los casos que agqul se exponen). La idea
de incluir este reslimen es para derivar de ahi una ecuacidén de
Langevin Generalizada Cudntica para cuando el bafio y el sistema
estan en equilibrio con una temperatura dependiente del tiempo,
dicha dependencia se incluye como términos disipativos en las
ecuaciones de movimiento del bafio y hay la necesidad de exigir
que los osciladores correspondan a los modos normales; se obtiene
la ecuacidn de Langevin Generalizada Cuantica, con su respectiva
relacidn Fluctuacidén-Disipacion. Para cuando la temperatura es
constante se recuperan los resultados de la primera seccidén del
Gltimo capitulo, régimen cudntico, y en el limite clisico h->0 la
relacién Fluctuacién—DiSipacién coincide con la relacién

resultante del segundo capitulo.



CAPITULO |

PARTICULA BROWNIANA CLASICA EN UN BaNo TErRMiCO

METODO - DE ZWANZIG Y APLICACIONES CON TEMPERATURA CONSTANTE

En este capitulo se hace una revisién de algunos trabajos
donde se estudia la interaccién entre una particula browniana y
un bafio térmico.

Los trabajos aqui incluidos son los que mads se relacionan
con la aportacién que se presentarda en el préximo capitulo. E1
primero es el trabajo basico que realiza Robert Zwanzig[5] en
1973, donde, el autor obtiene la ecuacibn de Langenin
Genenaligada para un sistema que interactia, de forma arbitraria,
con un bafio térmico. Después se muestran dos aplicaciones de este
método, la primera hecha por E.Cortés et al[6,10] para el caso de
un acoplamiento bilineal, i.e. lineal respecto a la coordenada
del sistema y lineal respecto a las coordenadas del bafio. Con el
método de Zwanzig obtienen la ecuacidn de fangenin genenalizada
para el sistema. La segunda aplicacién es el trabajo de J. Mencia
et al[8], donde se incluye una fuerza estocastica externa, cuyas
caracteristicas son conocidas de antemano, para estudiar 1la
influencia de un ruido externo sobre el ruido interno que aparece
debido a la interaccién entre la particula browniana y el bafo
térmico.

La descripcién de Zwanzig, parte de una funcidén Hamiltoniana
total para el conjunto Sistema-Bafio que consta de dos partes,

HS({QPPi}) funcién de las coordenadas generalizadas del sistema

{Qi,P;} ¥y Hgg({Qy.Pi}i{q,,Pi}), funcién de las coordenadas
generalizadas del bafio {qij,p;} Yy de {Q,,P;}, que contiene la
interaccidén entre el sistema y el bafio

H({Q;.Pi};{q;,Pi}) = Hs({Q;,P;}) + Hgz({Q,,P;};{q,, D, }) (1.1)

6



de é1 se pueden obtener las ecuaciones de movimiento para las

coordenadas generalizadas del sistema y del bafio, y son
respectivamente,
aQi_.v H. ( P.}) + He, ({Q,,P,}; ) 3)
51: P, =D {Q,P} s ({Q;,Py}) + HegU{Q,P,};{q;,P;} (1.
a 19
Et[pj =E - Ygpm [HSB({Qi’Pi};{qilpi})]l (1.4)

0.
donde I;]y [g{] representan vectores cuyas componentes son 1las
i i

coordenadas generalizadas para el sistema y para el bafio
respectivamente , D y E son matrices antisimétricas, la primera
puede ser funcién de las mismas variables del sistema mientras
que la segunda es una matriz constante en el espacio de las
variables del bafio, los operadores V, , representan gradientes de
las coordenadas y momentos generalizados del sistema y del bafio
respectivamente.

Manteniendo arbitraria a la funcién hamiltoniana del sistema
Hg ({Q;,P;}) y tomando para la hamiltoniana del bafio
Hep ({Q;,P;};{qg;,P;}) una forma cuadratica

T
q;- a;(Q) q;- a,(Q)
wcarrn 3 0] e @) e

(con Q y P vectores de coordenadas y momentos generalizados del
sistema, K es una matriz simétrica, regular y T denota 1la
transpuesta del vector). Usando .55 se puede hallar otra

expresidén para las ecuaciones de movimiento del bafio, siendo esta

a |91 _ 1 q;- a;(Q)
Et[pi} “3E K [pi‘ ai(P)} @-e

esta es una ecuacidén diferencial matricial cuya solucién,



. q; (0)
conociendo las condiciones iniciales [pi(O)
i

‘ t
60] - wntiesy [50] - o smfercen e

0
a; (Qt))
con a, = a; (Pw)
desarrollando por partes a la integral se obtiene,

a- a ()] _ q:(0) - a,(Q)
I:pi_ a, (P) = exp{t[EolK} . l:pi(O) - ai(P(o)):l

t

- kEoK exp{E-K(t—t')} 5%7 a;_dt’. (1.8)

J

0
Regresando a las ecuaciones de movimiento para el sistema,

se reescribe la ecuacidédn (1.3) con la ayuda de dos nuevas

funciones vectoriales

i

u IZIQD‘] =D - V(O,P) [HSC{Qi»Pi})] (1.9)

' T
Q4 a; (Qw)
w l:pi] = Y,p [ai (P(t)):l (1.10)

de la siguiente manera

a |Q] _ Qi Q; q;- a;(Q)
gtlipi] = U [Pi] -D W I:Pijl + K [Pi' ai(P)]' (1.11)

El siguiente paso en este método consiste en eliminar a las
variables que describen al bafioc de la ecuacion «¢.11), esto se

hace sustituyendo directamente la solucidén de la ecuacidn (1.6),



i.e. sustituyendo .8, en la ecuacidn anterior y tomando en

d _ T| Q4 a |9
_dTr at_t)-— - W [Pi} E \Vpi] (1.12)

t-t
t-t’

cuenta que

entonces se tendra la ecuacién de movimiento siguiente

t
a || _ Qi Q; ) .
5t[Pa] = U [P-,} +D W [Pa K J exp{lE th'} x
0
T| Qi a [ ‘
v H o H at +
t-t?
t-t’
Qi qi(0) - a;(Qw)
- D.- w {PJ ¢ K- exp{tE-K} . .L%(O) - a,(Po)| (1.13)

Hasta aqui el movimiento del sistema se ve expresado en
términos de su historia desde el tiempo inicial hasta el tiempo
de "observacién" t y de las condiciones iniciales del bafio. Es
importante notar gque la ecuacién (.13 contiene 1la misma
dindmica que el conjunto original, ecuaciones 1.3 y 1.4 s6lo
gue esta forma de reescribirlo ha permitido concentrar 1la
atencién en la dinamica del sistema y el bafio queda representado
Ginicamente a través de sus condiciones 1iniciales. Estas son
totalmente arbitrarias y de hecho se pueden usar para introducir
las caracteristicas estadisticas, diciendo que dichas condiciones

estan determinadas por una distribucidén candénica a temperatura T

q,(0) Q; Hep ({Qy.P;} i {q;,Pi} )
Prob L%(O)] [Pl ~ exp - RiT o 1. (144{
(0]

Con esta funcién de distribucién de probabilidad la cantidad
F(t)



F(t) = K exp{ttz-m} .

q,(0) - a,;(Qw)
“|py(0) - a;(Pw) (1.15)

puede identificarse como una Funcidn de Ruido cuyas

caracteristicas estadisticas son :

q;(0) - a;(Q)
<F(t)> = - K - eXp{tE.K} .+ < {Pi(o) - ai(Pun)]

donde este Gltimo promedio es cero pues es una combinacién
lineal de variables gaussianas, gquedando el ruido %(t) gauwssiana
y centrado en cero

<F(t)> =0 (1.16)
y las correlacidén de ¥ a tiempos t y t’ se expresa a través de
£(t) =K - exp{tEoK} (1.17)
que define al “Coeficiente de difusién” y entonces
<F(E)F(t’)> = kT £(t-t’) (1.18)
representa al Teorema de Fluctuacién-Disipacién. Con estas
caracteristicas estocasticas «a.16-18), la ecuacién de movimiento

para el sistema es la ecuacidn de Langevin Generalizada

t
a |Qy _ Q; Qs , Tf Qi
Selp| =V [Pi] + DeW {Pi J' ) Wy x
.- 0 .

t-t?

d Q; Q;
* gt [P::‘ at’ + D - W [pi] < F(t) (1.19)

t-t?
Es importante insistir que en esta ecuacién ya no intervienen las
coordenadas del bafio, su influencia estad unicamente en las
propiedades estocasticas de la fuerza fluctuante 'y del

coeficiente que mide la disipacién en el sistema.

APLICACIONES CON TEMPERATURA CONSTANTE

La primera aplicacién a citar aqui es la hecha por E.Cortés,

10



B.West y K.Lindenberg[6,10], en ella los autores introducen un
acoplamiento especifico entre el bafo y el sistema. El sistema
estd descrito a través de su coordenada generalizada Q y su
momento generalizado P, posee masa unitaria y el hamiltoniano del
sistema es Hg(Q,P). El1 baflo estd compuesto por un conjunto de
osciladores[4] con coordenadas gq;, momentos p; donde cada
oscilador posee una masa m; y una frecuencia de oscilacién w;; el
hamiltoniano Hgg s la suma del hamiltoniano del bafio en ausencia
del sistema mds el hamiltoniano de interaccién entre el sistema y
el bafio. El1 hamiltoniano de interaccidén se propone con un
acoplamiento bilineal entre las coordenadas de los osciladores
del bafio y de la coordenada Q que describe al sistema

H, .= 17,99, (1.20)
i

las 7%;’s son los parametros de acoplamiento. La descripcidén se

hace a partir del hamiltoniano total del conjunto sistema-

bano,i.e.
H(Q,P,{q;,p;}) = Hs(Q,P) + Hgz(Q,P, {qy,p;}) (1.21)
p2 m (1.)2 2
H(Q,P,{q;,p;})= Hs(Q,P) + Z[’?ﬁf + —Lz—xg—L] - ) ;a0 (1.22)

i i

pues de €l se obtienen las ecuaciones de movimiento para el
sistema

%EQ(t)z P(t) (1.23)

%EP(t) = - g—éﬂchrP) + z ¥1q; (1.24)
i

mientras gque para cada oscilador del bafo tenemos

da _ _Pj

§E9: (£) = o (1.25)
d 2.2
agPi(t) = - muwiq, + ¥,Q . (1.26)

11



Siguiendo el método planteado por Zwanzig, ahora necesitamos
eliminar las variables que describen al bafio de las ecuaciones de
movimiento para el sistema. Esto se hace resolviendo las

ecuaciones (1.25) y (1.26) de donde se obtiene

0)
4 7i0(0 p,(
q,(t) - — () = { q,(0) - —39(—2—)} cosw,t + senw t +
™ W m; W L
¥ t
+ ——JE— Jdt’ cosw(t-t’) P(t’) (1.27)

mWy

donde q,;(0) y p;(0) son las coordenadas y momentos iniciales para
los osciladores del bafo. Esta solucién permite eliminar las gq;’s

de la ecuacidn (1.24) resulta

t
72

d 4 H ,P) — a i 2 ' —t ry =

TP + 355 s(Q,P) 35 > — Q% + J at’ £(t-t’) P(t’) = %, (t)

i o]

(1.28)
donde £(t-t’) es el coeficiente de friccidén, que corresponde a un

coeficiente de disipaciédn,

2
7
£(t-t’) = 2“1“2‘ cosw; (t-t ") (1.29)

m; W;
i i

y se identifica a la funcidén de ruido como ¥(t)

D (0)

m;w,

= ¥
Fo(t) = Z 71|q,(0) - —1 Q(O)]coswit + senw;t (1.30)

i m; Wy
lo que resta es obtener las propiedades estadisticas de esta
funcién. Dichas propiedades se calculan tomando una distribucién
candénica que expresa el equilibrio del cual parte el bafio aGn en

presencia del sistema, por lo que el hamiltoniano que describe
(m)
SB

caso es el hamiltoniano modificado H

12



2
p; 2 ¥y
my W
i
el reinterpretar asi al hamiltoniano Hg; implica redefinir al
(m)

hamiltoniano del sistema como H
s

2
H" (Q,P) = Hs(Q,P) -} ‘25;752 Q% . (1.32)
i
i

pues el hamiltoniano total debe ser el mismo. Y la densidad de
probabilidad para el estado inicial del bafio a temperatura
constante es

(m)

SB

w({gq(0),p(0)})= exp{- iy (1.33)

con lo gue las propiedades estadisticas del ruido ¥, (t) son:
i) fluctuaciones Gaussianas,
ii) <F (t)> =0 , (1.34)
iii) la correlacidn de las fluctuaciones es
2
71
<Fo (E)F,(L7)> = KT ) — cosw; (t-t) (1.35)
L MW
1
que al comparar con la expresidén del coeficiente de disipacién,
ecuacién (1.29), permite obtener el Teorema de Fluctuacidn-
Disipacidn
<F (L) F (E7)> = kT £(t-t') (1.36)
de esta manera el problema planteado estd ahora representado por
dos ecuaciones estocasticas para Q(t) y P(t). Las propiedades

estocasticas estan completamente determinadas y la ecuacién

t
d a (m)
FP(E) + 5 H (2P + J dt’ £(t-t’) P(t!) = Fy(t). (1.37)

[0}
es la ecuacidén de Langevin Generalizada para el sistema.

En el ejemplo anterior el unico ruido que aparece es el

13



ruido interno, es decir aquel que resulta de la interaccidén entre
el sistema y el bafio térmico, sin embargo en el siguiente ejemplo
se muestra la aplicacidén del método de Zwanzig[5] al caso de
Mencia et af[{8] en el que se incluye un ruido externo cuyas
caracteristicas estocasticas son conocidas de antemano. Para
empezar se toma un sistema especifico, una particula de masa M,
sujeta a un potencial U(Q) que se encuentra en un bafio térmico
formado por N osciladores, cada uno con masa m; y con frecuencia
w;, que se acoplan con la particula a través de los parametros
¥;’s con lo que el Hamiltoniano total del sistema antes de

incluir la fuerza externa es

, 2 2
P 1 z Db; 2 qg - Yy Q
HCQ,P,{qui}) 2M (Ql 2 [ my s { ! m w2 }
: 1 Wi

(1.38)

y las ecuaciones de Langevin Generalizadas para la particula son

Sor) = BLL) (1.39)
t
4 o , . P(t
SPR(t) - - wQ(h)) - f at’ £(t-t’) _(_M—) + F,(t) (1. 40)
’ 0
con
N
?o(t) = Z 71 q(o) _ 712 Q(O) coswit + Msenwlt (1.41)
i ' m; w; m;w,

y &(t-t’) estd definida igual gque en 1.29), las caracteristicas
de la fuerza fluctuante son las mismas que para el caso anterior

las fluctuaciones son Gaussianas, centradas en cero y satisfacen
el Teorema de Fluctuacidon-Disipacidén (1.36). Modelando al bafo
térmico como un continuo de modos normales (con masas iguales m),
cuya distribucién de frecuencias g(w), es de tipo Lorentziana

(como en el caso de modos hidrodinamicos[15))
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(w) = 2N L (1.42)
g T wz + -L--Z ’

con T ' la frecuencia de corte, tomando adecuadamente al

parametro de acoplamiento 7%,;=y(w) en funcién de la frecuencia
para que escale con el tamafio del sistema

mow 7,
YW = ——— (1.43)

It

entonces resulta que el ruido interno ¥%,(t) es un ruido de
Ornstein-Uhlenbeck, con intensidad n&BTwi y T el tiempo de

correlacién
2
mhgT7 o -t
<F (B)F (L)> = s exp{ - 1xt } (1.44)
T T
este proceso es No-Markoviano. Ahora bien, ¢cémo podemos

construir la ecuacidén de Fokker-PlancKk para este proceso?. En la
literatura existen algunos <casos en los gque es posible
hacerlo[18] aqui se ha escogido la ampliacién del espacio de
variables como alternativa. Dicho método consiste en introducir

una nueva variable S(t) definida por

t
s(t) = - J at’ g(t-t7) 2 g (x) (1. 45)
0

que satisface la ecuacidén de Langevin Generalizada

2
d __ S(t) _ M, T'(t)
FES(t) = - =L - 220P(t) +

(1.46)

donde I'(t) es una nueva fuerza fluctuante, que corresponde a un
ruido interno Gaussiano, centrada en cero y delta-correlacionada

. . 2
con intensidad mk Ty, ,1.e.

<C(E)T(t7)> = mRyTy’ 8 (t-t’). (1.47)

Quedando el siguiente conjunto de ecuaciones de Langevin
Generalizadas:
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d _ P(t)

$EQ(t) = =~ (1.48)

é%P(t) - - W Q(t)] + S(t) (1.49)
a s(t) M. r(t)

a€s(t) = - — - T’I?P(t) + — . (1.50)

Puesto que el ruido I'(t) en la ecuacién «@a.s0) es delta-
correlacionado, la ecuacidn de Fokker-Planck puede construirse
por el método habitual{16,19] en el espacio (Q,P,S;t). En un
primer paso se identifican los coeficientes de arrastre D,, D,

Dy y difusidén Dgg como:

Dy, = - W [Q(t)] + S(t) (1.52)
S(t) _ ™o
o
Dg = - T - M"cp(t) (1.53)
kaTyi
Dgg = 3 (1.54)
T

con lo que la ecuacibén de Fokker-Planck se construye de inmediato
para W(Q,P,S;t)

3 P 3 , 3
EEW(Q,P,S;'t) = TN @W(Q,P,Sit) + {W[Q] - S}@ W(Q,P,S5;t)
2 2

En el trabajo hecho por Mencia et af[8] dedican una segunda
parte a incluir un ruido externo al conjunto sistema-bafio, el
cual afecta directamente al bafio térmico. Para introducir el

Ruido Externo se modifica al Hamiltoniano total, agregandole un
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término de interaccién lineal entre el bafio térmico y la fuerza

externa,
N

1
He= 5 ) ¢:q,€(t) (1.56)
i
con ¢, el parametro de acoplamiento entre el bafo y la fuerza

externa, e£€(t) es el ruido externo que, en un primer caso, se
supone Gaussiano y Delta-correlacionado

<ge(t)> =0 (1.57)

<g(t)e(t’)> = 2Dg8 (t-t/) (1.58)
con lo cual 1la ecuacién de Langevin Generalizada (1.400 se

convierte en
t

é%P(t) - - W[Q(E)] - f at’ £(t-t’) EL%LL + F,(t) + T(t) (1.59)

o]

donde el nuevo término que aparece, II(t) estd definido por
) t

m(t) = - J at’ d(t-t’) e(t’) (1. 60)

0

N
donde d(t-t’) = z 7:9,w;5enw; t (1.61)

i

y corresponde a una Fuerza Fluctuante relacionada con el ruido
externo, siendo consistente con modelar al bafio en funcién de las
frecuencias de los osciladores, como modos hidrodinédmicos, se
vuelve a incluir la distribucién de frecuencias Lorentziana, y
escogiendoe a la funcidén de acoplamiento bafio-fuerza externa
¢$,=¢ (w) de manera que también escale con el numero de modos

normales del bafio se obtiene

B(t-tr) = { Yoo exp{ - lE%Fil } . (1.62)
T
De aqui se pueden conocer las caracteristicas estadisticas de la
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Fuerza Fluctuante II(t):

es gaussiana y centrada en cero

<[I(t)> =0 (1.63)
y su correlacidn cumple
72 ¢§ t-t’
<O(t)I(t’)> = Dg ° exp{ - = (1.64)
T

De donde se observa que prevalecen las caracteristicas del bano,
pero con una intensidad que depende de ambos acoplamientos,
particula-bafio y bafio-ruido externo, e incluso con la intensidad
del ruido externo. Para obtener la ecuacidén de FokKer-Planck se
sigue el método de ampliacidédn del espacio de variables, donde

ahora S(t) es

t
- P(t’)
s(t) = - [ at’ gee-t/) EED 4oz (1) + my) (1.65)
o}
y satisface la ecuacién de Langevin Generalizada

2
d _ _ S(t) _ M r(t) ‘
a—tS(t) = MtP(t) + < (1.66)
con <I'(t)> =0 y (1.67)
<CE)T(t’)> = 2 (mkgT + D8¢0)7§ s(t-t7’). (1.68)

Una vez obtenido el ruido delta-correlacionado TI'(t) se
construye de forma inmediata la ecuacién de Fokker-Planck para
este caso que es

3 P 8 , E
gEW(Q,P,SFt) =N %W(Q,P,S;t) + {UW[Q] - 8}6_15 W(Q,P,s;t)+
2
a[ s w7, (mkgT Ded,) 72 52
+ 55{ - * we P }W(Q,P,S;t) + — °or e GSZW(Q,P,s;t) (1.69)

en donde se observa la modificacidn que presenta el coeficiente

de difusidén al describir la evolucién de la particula en el baiio
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térmico en presencia de un ruido externo.

La importancia de este capitulo radica en exponer la
obtencién de una ecuacidén de Langevin Generalizada para un
sistema o particula que interact@a con un bafio térmico, mostrando
la posibilidad de modelar al bafio térmico como un continuo de
modos hidrodinamicos{15]. Se mostrd que aumentando el espacio de
variables se pasa a un conjunto de ecuaciones de Langevin
Generalizadas con ruido delta-correlacionado y con ello se
construye de forma inmediata la ecuacidén de Fokker-Planck .

En las aplicaciones mostradas en este capitulo se considera
gue la temperatura del barfo es constante, a continuacién se

‘mostrara lo que sucede cuando la temperatura es variable.
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CAPITULO |l

PARTICULA BROWNIANA CLASICA EN UN BARNO TErRMICO CON DEPENDENCIA
TEMPORAL EN LA TEMPERATURA

En este capitulo, se analiza el caso de una particula
Browniana sumergida en un bafio térmico, para el cual se introduce
una temperatura variable[l17]. Pero se asegura que la particula se
encuentre en equilibrio térmico para cada tiempo t, con la
temperatura correspondiente T(t). La temperatura variable se
introduce en el problema, cuando en las ecuaciones que describen
al bafio se introducen términos disipativos[14]. Para este caso se
obtiene la ecuacidn de Langevin Generalizada para la particula y
de ella se parte para construir la ecuacidén de Fokker-Planck
Generalizada. La solucién de dicha ecuacidén de Fokker-Planck se
expresa en su forma general, y después se particulariza para.dos
casos. Cabe hacer notar que se llega a esta solucién atGn cuando

el proceso descrito es No-Markoviano.

OBTENCION DE LA EcUACION DE LANGEVIN GENERALIZADA

E1 modelo del que se parte es una particula Browniana de
masa M, con coordenada generalizada Q, momento generalizado P, y
estd sujeta a un potencial U(Q); dicha particula estd sumergida
en un bafo térmico, que se simula por una cadena lineal de N
osciladores[4] arménicos de masa m;; a cada oscilador del bafio se
le asocia una posicién q,, un momento p, Y una frecuencia W, - El
acoplamiento entre la particula y el bafioc es lineal. En el
capitulo anterior hemos visto gue cuando la temperatura del banho
es constante, la ecuacidén de Langevin Generalizada se encuentra
basdandose en el método de Zwanzig[5], aqul se 1le vuelve a
aplicar. Primero se modifican las ecuaciones de movimiento para

el bafio[14], que en ausencia de la particula son
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+ a(t) q; (2.1

d
e (t) = - mo; g, + B(t) p, 2.2)

y que representan a un conjunto de ecuaciones disipativas para el
caso en que la temperatura se controla desde el exterior del
conjunto particula-bafio. Para determinar el valor de los
parametros o(t) y B(t) se utiliza la ecuacidén de continuidad para
la funcién de distribucidén de probabilidadés, dado que 1los
osciladores del baho no estan acoplados entre si, es suficiente

considerar la ecuacién de continuidad para el i-ésimo oscilador!?

Q

g .ty = P . 2, 9 .
3ef(9,/Pit) = 3q #(3,/Pit) + wq, F54(q,.p,it)

«(t) 571a,8(q,,p it)] -~ B(E)55P, £(a,.P,it)]
i i

(2.3)
En donde se exige que {(q;,p;;t) corresponda a una distribucién

candénica con temperatura T(t)

HB
£(qg ,pit) = expi- LT (E) (2.1)
1 p;
= &1 2 2
con HB— 5 z [ m + mw; q; {(2.5)
1

de manera que el bafio compuesto por los osciladores se mantiene
en equilibrio con 1la temperatura T(t) controlada por medios
externos, al sustituir esta forma en la ecuacién (z.3) resulta

que a(t)=p(t) y se expresan en términos de la funcidn que define
a la temperatura T(t)

INOTA: Cabe hacer notar que si los osciladores no estan

desacoplados podriamos pasar a las coordenadas normales del
sistema y aplicar este esquema.
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_ 1 d
(X(t) = 5 %.‘EnT(t) . (2.6)
Una vez conocida a(t) se procede a incluir esta informacidn
en las ecuaciones de movimiento para los osciladores del bafio en

presencia de la particula Browniana

d p;(t) 1|4

aEQ1(t) = ~7if— + 5 aEﬁnT(t) q; (t) (2.7
d - o 2(%) 1 {d
ePi (8) = - mo; [ (F) nmiw? + 5 |gELnT(t) [pi(t) (2.8)

el acoplamiento lineal entre el bafio y el sistema se da a través
de los parametros {wi}.
Mientras que para la particula las ecuaciones de movimiento

de su coordenada y momento generalizado son

dgét) - Plslt) 2.9)
d X Q(t)
FEP(B) = ~wow] + Z v, g (t) -7 . (2.10)

m w

i 2
it

Al resolver las ecuaciones de movimiento (2.7)-(2.8) se

obtienen las siguientes expresiones

Y.
g(t) = o= Lor(t)et) + g (0) - ¥ 29 cosw t +
i fR(t) m w2 i i 2 i
i miwi
p, (0) v 4
I e L j dt’cosw, [-t’] o, {R(t’) Q(t’)}
Y (2.11)
1 0
p,(t) = R(E) wm q,(0) - Wigi—% senw t + p,(0)cosw t +

m W,
i i
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t
v

+ G% dt’senw;[t-t’] H%T{W(t’)Q(t’)} (2.12)
(0]
. _(T(0))*?
donde se ha definido R(t) —{TT%SJ
(2.12a)
gque contiene a la temperatura. Una comparacién entre las

ecuaciones (2.11) y (1.27) permite rastrear la influencia de 1la
temperatura T(t) en la dindmica de nuestro sistema.

Una vez obtenidas las ecuaciones de movimiento para el bafio,
siguiendo el método de 2Zwanzig, se sustituyen directamente 1los

valores para q  y p en las ecuaciones (299 y (2.10), para
1

i
eliminarlas de las ecuaciones de movimiento de 1la particula

Browniana obteniéndose:

d _ P(t)
(2.13)
t
172

d _ _ _ T (t)
SEP(E) = - ur[Q] Jdt'ut t1) (Fen]

(0]

P(t’ 1 d
« [ (M ) - : Q(t')ﬁ,znT(t')J + F(t)

(2.14)
con ¥(t), una funcidén que depende de las condiciones iniciales
del sistema y de la temperatura

1/2
=|T(0) 7
F(t) _[WJ )7, q,(0) - —; Q(0) |cosw;t
i m; Wy
+ Msenwlt (2.15)
m; Wy

comparando la funcién de ruido %(t) con la funcién de ruido
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F.,(t), del capitulo anterior, para el caso en dque se tiene

temperatura constante observamos que:

F(t) = W?lET F_(t) (2. 15a)
y el coeficiente de friccién es
N 2
71
£(t-t’) = ) — cosw; (t-t’) (2.16)
m w2
i 1
gque depende de las frecuencias w_, de los parametros de

1
acoplamiento wi'y de las masas m .

Las ecuaciones (2.13) Y (2.14) adquieren el caracter de
ecuaciones estocasticas cuando se hace la hipétesis de que las
coordenadas e impulsos de las particulas del bafio, al inicio se
encontraban en equilibrio térmico en presencia de la particula
Browniana (las condiciones iniciales para la particula Browniana
son Q(O)‘y P(0)), Yy el conjunto bafio-particula estd distribuido a
través de un ensamble candénico W(Q(O),P(O),{qi},{pi}) a una
temperatura T(O0)

H
W 0),P(0 . 0),P(0 ex _ SB (2.17)
(Q(0),P(0),{q,},{p,}) « ¢(Q(0),P(0)) p T (0)
con esta distribucidn se calculan las caracteristicas

estadisticas de la funcidén de ruido ¥(t) (2.13) que son:

es gaussiana

<F(t)> =0 _ (2.18)

<F(E)F(E7)> = K [T(t) T(t’)1"® C(t-t’) (2.19)
la AGltima ecuacidn corresponde a la relacién Fluctuacidn-
Disipacidén que describe al problema planteado. Esta situacién nos
conduce a interpretar a las funciones (t-t’) y %(t) en 1la
ecuacién (2.14) como un término de disipacién y wuna fuerza
fluctuante respectivamente y las ecuaciones (2.13) y (2.14) son’
las ecuaciones de Langevin Generalizadas para 1la particula
Browniana. Debemos notar que en la relacidén de Fluctuacién-
Disipacion (2.19) aparece explicitamente la temperatura variable

evaluada al tiempo t y al tiempo t’, de manera que la
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caracteristica de estacionaridad del proceso se ha perdido. Esto
implica gque estamos en presencia de un proceso estocastico
gaussiano, no estacionario y no-Markoviano.

Al incrementar el naGmero de osciladores del bafho N »1, se
puede pasar al caso continuo e incluir una distribucién de
frecuencias. Si se escoge, como en la segunda aplicacidén mostrada
en el capitulo anterior(8,9], a una distribucién de frecuencias
para los osciladores del bafio de tipo Lorentziana, se simulan los
modos hidrodinamicos de un fluido. La forma de la distribucidn
escogida esta determinada por la funcién g¢(w) que en este caso es

_ 2N 1
g(w) = — —r (2.20)

2 -2

donde N es el nimero de osciladores y T un tiempo
caracteristico, la funcidén de acoplamiento que se propone es

' nw
¥ = 7((‘)) = 7 (2.21)

i o lf¢t

con masas iguales m= m, al sustituir estas condiciones en
1

(2.16), las ecuaciones de Langevin Generalizadas son

do(t) _ P(t)

dat M !
(2.22)
t
dP(t) _ t-t’) d
PE) = - wrpoq)y - J atr S S REDQ(E) + F(E)
[¢]
: (2.23)
donde
my; t-t’
C(t-t7) = —?3 exp{ - ;: } (2.24)
y R(t) ya fue definida anteriormente en la ecuacidén (z2.12a).

En este caso la fuerza fluctuante ¥(t), describe a un ruido de
Ornstein-Uhlenbeck (OU)
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<F(t)> =0 (2.25)

_1 P
<F(L)F(t/)> = ML T(0)7, (R(L)R(E")) exp{ o leer] } (2.26)

T

-1
donde n&gT(O)(?(t)R(t’)) vies la intensidad del ruido y T es el

tiempo de correlacidn .
OBTENCION DE LA ECUACION DE FOKKER-PLANCK Y SU SOLUCION

Las ecuaciones (2.22), (2.23) y (2.26) describen un proceso
no-Markoviano, asi que para construir la ecuacidén de Fokker-
Planck tenemos la necesidad de eliminar la funcién de memoria vy
ademds obtener un ruido delta-correlacionado. Para ello
recurrimos a un método utilizado en el capitulo anterior[16],
i.e. se amplia el espacio de variables hasta llegar a un conjunto
de ecuaciones con ruido delta-correlacionado. Es suficiente con
aumentar a tres el espacio de variables Q(t), P(t), y la nueva

variable S(t) esta dada por

g(t-tr) d
R(t) dt’

t
S(t) = F(t) - J at’ R(E/)Q(t")
[¢]

(2.27)
y entonces el nuevo conjunto de ecuaciones de Langevin estéa

dado por

do(t) _ P(E)

at = M (2.28)
dP(t
—%)- = -U’[Q] + S(t) (2.29)
72 72
ds(t) _ P (E) 1
- =W ?Oa(t)Q(t) - Mo + |a(t) - Z{S(t) + I'(t) (2.30)
el nuevo ruido que aparece I'(t), se relaciona con %(t) de 1la

siguiente manera
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F(t) 5o(t)

r(t) = = + R(E) (2.31)
esta relacién es lineal y conserva la gaussianidad de la Funcidn
de Ruido. Haciendo uso de las propiedades de ¥(t), ecuaciones
(2.25) y (2.26), se calculan las propiedades de 1la funcidén de
ruido T'(t)

i) es Gaussiana y centrada en cero

<(t)> =0 (2.32)
ii) estad delta-correlacionado,

2kaT(t)72
<T(E)T(t/)> = —————" 8(t-t’) (2.32a)
T .
2
kaT(t)70
es decir que la intensidad del ruido es —5— - En la
T
ecuacién (2.300 se incluye «a(t) sdélo para simplificar la
notacién, y esta dada por
1 4
O((t) = 5 EZRT(t) . (2.6)

La construccién de 1la ecuacidébn de Fokker-Planck para la
distribucién de Probabilidades W(Q,P,S;t), es ahora inmediata ya
que los coeficientes de arrastre DQ, D Y DS, se pueden

P
identificar de las ecuaciones (z.28)-(2.30) y estan dados por

Dy = E%%l (2.33)
Dp = —U[Q(t)] + S(t) (2.30)
2
my, o
Dy = T<qun)-mZ Pg”+ kﬂm +%sw) (2.35)

mientras que como coeficiente de difusidén se tiene Dg

mkT (t) 7%

5g = —_ﬁ—_z (2.36)

T
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de tal manera que la ecuacidén de Fokker-Planck que describe al

problema es

3
FEW(QP/Sit) = = GgW(Q, P Sit) + (W (0] - Skgp W(Q,P,S;t)

P 4

M 3Q
3 mrz P 1

+ 33 { < [—aQ + ﬁ} + [—a + %}S } w(Q,P,S;t)

kaTwi

52
> ——EW(Q,P,S;t) (2.37)
T 88

La ecuacién de Fakken-Planck asi obtenida presenta varias
dificultades: a) El1 espacio de variables estad ampliado por 1la
variable S, que en nuestro problema tiene caracteristicas de una
fuerza; b) Los coeficientes de la ecuacidén son deoendientes del
tiempo y contienen 1las caracteristicas del bafo (t,m), del
acoplamiento con la particula (70) y de agentes externos a través
de la temperatura T(t).

Es claro que esta ecuacidén de Fakken-Planck presenta'
dificultades para resolverse por métodos convencionales[16,18]
principalmente debido a la dependencia temporal en 1los
coeficientes de arrastre y en el coeficiente de difusién. No
obstante, para condiciones iniciales conocidas Q(0), P(0), S(0) y
con U(Q)=cte, la solucidn ”W(Q,P,S;t), es de forma Sauwssiana([l9],
i.e. dado que el ruido original es un ruido Faussiana y tanto los
acoplamientos como las transformaciones hechas son lineales,

puede escribirse como
cEY) o -1 - -
W(Q,P,S;t) = exp [ 5 ij”(t) (x,- a,®) (x~ a )

(2.38)
donde {i,j} representan a las variables que describen al sistema
(Q,P,S). La matriz NU es simétrica, positiva definida vy
representa las fluctuaciones de las variables mientras que las aj
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dan los promedios'de las variables xj. Con el objeto de expresar
en forma cerrada estas cantidades, la ecuacidén de Fokken-Planck

dada en (2.37) se escribe en términos matriciales,
N
a . _ a .
a—t—W(xl,XZ,x3,t) = - stj(t) g)?iw(xuxz'xa:t)
. y
N

a2

1 .
+ -'2— ZBIJ(t) mW(Xl,XZ,X:;,t) (2.39)
ij

Y las ecuaciones que deberan satisfacer NU y a; son 2

d =
atd, z Ll\ij(t)aj =0 (2.40)
J
y
d
3t Mg + ¥ 2 A (t) M, + % By;(t) M, My, = 0 (2.41)
i i
Hasta aqui no se han incluido las caracteristicas propias de
nuestro problenma, es decir (2.40-41) son validas para una

solucién gaussiana genenal. De (2.37), tenemos que las matrices

mn y B, . estan dadas por las expresiones siguientes
ij

- . 1
0 ™ 0
A = 0 0 1
m y% m ¥3
o _ o[a__]_.J
T Mt T
(2.42)
y el dnico elemento no nulo de la matriz By es
mk T(t)w2
B =_——>° (2.43)
ss 2 )
T

La sustitucién de 1las ecuaciones (2.42) y (2.43) en (2.41)

2 vVer apéndice A.
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conduce a una solucién para M de la forma3
d

lMij(t) = (Dij(t) Efﬂ g(t) (2.24)
donde
t t N
q(t)=bOJ’ exp u'[ 2kBT(t")70m€ (tr 1) __% at’’ dt’ , (2.45)
2 Sp
0 o T

Yy C;;(t) una matriz simétrica, donde sus elementos quedan
escritos en términos del elemento Cﬁjt), el cual satisface 1la

ecuacidn cibica siguiente

2 7211’[ 721'[1
3 1.2 1 o o
Y +2[°“%}Y+ [“ %]’L?ﬁ y - —5 =0

2

TM
(2.46)

donde la variable y(t) estd dada a través de la expresidn
2
2k;T (L) ¥, ,m
y(t) = ———— C_(t).
T

(2.47)

De esta manera se obtiene 1la forma general para 1los

elementos CU(t),

2
r.a(t)
= s Y Tt {d - %] (2.48)

‘Dop(t) = (2.49)

3 vyer apéndice B.
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C(t) = Talt) Jy+ |:oc - %} (2.50)

ﬂ:PI-"(t)

I
!
©

(t) (2.51)

c (t) = ——— (2.52)
SS 2ksT () my2

Aqui se aprecia la dependencia de la solucién W con el
tiempo de correlacidén t, el parametro de acoplamiento entre 1la
particula y el bafio ¥, y con respecto a las masas masas m y M sin
embargo también aparece una dependencia explicita respecto a la
temperatura T(t). Estas expresiones nos dan la solucién general y
su analisis requirira la solucién de la ecuacidén clbica (z2.46),
ésto aunque factible, no deja de ser formal y si se duiere
conocer algo mds especifico acerca de dicha solucibén es necesario

obtener algunos casos limites. Los casos a analizar son :

1) E1 limite cuando el tiempo de correlacidén tiende a cero,
T - 0, en este limite el ruido de OU se puede transformar en un
ruido blanco, pues corresponde al caso en que el tiempo de
relajamiento de los modos normales, osciladores, es muy pequefio
comparado con el tiempo macroscépico con el que se estudia el
movimiento de la particula Browniana.

Partiendo de las ecuaciones de Langevin Generalizadas (2.22)

y (2.23)

aQ(t) _ P(%)

dt M ‘ (2.22)
t
dPLE) — - wret)) - J at’ C(;?E;) der R(E)Q(E7) + F(t)
’ (2.23)
donde
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. . mWi t-t’

l%I_I;OC(t-t’) = 1%1_11)0 — exp{ - = }
=2m 7y’ s(t-t’)

(2.53)

entonces las ecuaciones de Langevin Generalizadas se ven

reducidas a

dgét) - Pét) , (2.54)
aP(t) _ _ yrro(t)1 - 2n7, g R(£)Q(t) + F(t)

P(E) - ()] - zrey ge

y desarrollando la derivada

aPLE) - - wrpe(t) - 2m’ { - a(tyo(t) +LE) } + F(t) 2.55)

ahora ¥(t) representa a la fuerza fluctuante para un ruido delta-

correlacionado,
<F(t)> =0
<F(E)F(t’)> = 2 m 7> kg T(t) &(t-t’) (2.56)
las ecuaciones de Langevin Generalizadas (2.54) Yy (2.55)

coinciden con el resultado que obtienen Brey y Casado[1l4] en la
aproximacién Markoviana para una distribucidédn de frecuencias de
tipo Debye donde su parametro de acoplamiento £, y el nuestro 7,
se relacionan a través de la frecuencia de corte de Debye

PRNELL

3 (2.57)
204

Para este limite no es necesario ampliar el espacio de variables
para conocer la forma de la ecuacidén de Fokker-Planck. De las

ecuaciocnes (2.54-56) se identifican a los coeficientes de

arrastre Dy, Dp, y al de difusidén Dy, como

Dy = = (2.58)

Dp = - U [Q] - 2m7§ {- a Q + % } (2.59)



Dpp = M wi kg T (2.60)

de tal manera que la ecuacidn de Fokker-Planck para la funcién de
distribucién de probabilidades en el espacio correspondiente

w(Q,P,;t), es

3 P 4 , 2 a .
FEV(QP,it) = = § 5W(Q,P,it) + {W[Q] - 2myaQ}ys W(Q,P,;t) +
2 2
2my, g 3
S 35 (P W(Q,P,it)} + mkgTy, —W(Q,P,it)

aP
(2.61)
Nuevamente podemos asegurar que para condiciones iniciales

conocidas Q(0), P(0), y con U(Q)=cte, la solucidén W(Q,P;t) es de

forma Sawssianal[l9],

W(Q,P;t) = exp |- % ZIMU(t) (xi- aﬁt))(xj- aﬁt)) (2.62)
. 1]

al reescribir la ecuacidédn de Fokker-Planck en forma matricial

como en (2.39)

N

a _ 3 .
FEn (X%t = zmij(t) 5§1W(X1’X2’t)
1]
1 8°
+ 5 ZBlJm W(Xl,xz;t) {(2.63)
j
i)
las matrices A y B son
1
0 M
A = 5
2my o 2my,
T M
L d
(2.64)
y [Bij:t 0 es B = 4mkTy, . (2.65)

Cuya solucién sera de la forma (2.38) y regresando a las

ecuaciones que debe satisfacer la matriz M(t) (a1 y los
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promedios a(t) (2.40), sustituyendo las matrices A y B se
obtiene* :

para los promedios

2
ag(t) = z(t) exp {-M% t (2.66)
: M
. 2
ap(t) = {Mz(t) - myg(t)rexp {-M t (2.67)
M

donde la funcién g(t) satisface- la ecuacidn

2
. 2 12 2my,

y - -my, + — a(t) g =0 (2.68)

en la ecuacidén anterior aparece una dependencia explicita con la
funcién que gobierna a la temperatura T(t). Y respecto a M la
solucién a la ecuacidn (2.41) es de la forma (2.44)

_ a
M (t) = C (t) gg£n (t)

donde la matriz CU es simétrica y con entradas
1

(Dpp = W)— (2.69)
_ 1 2 2 20 (t)M
Cqo = IR,T(E) 2my, + 20(t)M + 2my, Jl + ——————m'a,g {2.70)
M 1 1 . 2a(t)
Cop = ap a7y s+ | =+ 222 (2.71)

mientras que para la funcidén g¢g(t) se obtiene 1la siguiente
expresién

t t’

g(t) = b[{ expl-[{,| (maD)* + 2Mmotaer) 4

2
o] o M

4ver apéndice C.
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my?2

rrs 4
M dat dat’ . (2.72)

- Za(tll) -

Con lo que quedan definidas tanto la anchura, a través de M y los
promedios de las variables a través de a(t) para el caso de ruido

blanco.

ii) Tomando como parédmetro de pequefiez al cociente de masas

m
= « 1 (2.73)

M
se puede obtener una solucidn aproximada por métodos

perturbativos.

Partiendo de la ecuacién cubica

¢ 721“ 721'0
3 1)@ 1 o o
y *+2 ["‘ f:ly * [“ %] e (YT 2 =0

(2.46)
se desarrolla a la funcidn y(t) en términos del parametro de

pequefiez k = g « 1 , es decir

(2)

(0 2
+ K y + ... (2.74)

(1)
y=y +ky

considerando sdlo a orden lineal
y =Yy + ky (2.75)

al sustituir (2.72) en (2.40

{Y(O)+ky(1)}3+2{a_%}{y(0)+ky(1)}2+

[{a-%}2+:gk}{y(0)+kym}-:fk=o (2.76)

y al desarrollar los binomios, igualando términos en potencias de
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k se obtiene:

a orden cero
(0) 3 1 (0) 2 1 2 (0) _
{y } + 2{ a = = } {y } + { o - T } Y =0 (2.77)

a orden lineal
:]E_}Z {y(l)} +

3{ y(O)} 2y(1) + 2 { o - %} {Zy(o)} y(1)+ { o

72 @ 72
+ Y - — =0 (2.78)
al resolver la ecuacidén (2.74) se obtienen dos ©posibles
soluciones
(0) () 1
Y =0 Y = - { a - = (2.79)
1 2 T

y para saber cual de las dos es aceptable, se sustituyen ambas en
(2.78) la segunda solucidén conduce a una inconsistencia, entonces

la solucidén valida es
Y = 0 (2.80)

la cual conduce a la solucidén de (2.78), que es

(1) 72 1 y-2
Yy = { a - = } (2.81)
T2 T

y entonces a orden lineal la funcidn y(t) es

2 -2
2 { a(t) - 1 . (2.82)

y(t) = k =

Lo cual indica que Cgq(t), a orden lineal en k, es

-2
Cor(t) = { a(t) - %} ‘m k . (2.83)

Con esta solucién para Cg(t) se pueden conocer los otros
elementos de 1la matriz C;;(t), pues sustituyendo <(2.83) en las
ecuaciones (2.48-52) y siendo consistentes con el orden lineal en
k se obtienen

' 72m -1
Coq(t) = az(t) 2R,T(E) a(t) - %:} +
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2 2
2 ¥s yom 1 -4
- Kk o2(t) %}

-2 Hr(e L %
2 1 -3

LE
Cep(t) = k TR, T (E) a(t) { a(t) - =

t 117? t)tT 14
Cos(t) = zoyi;Tz;;C) a(t) - T } -k Z?c:th) { a(t) - f}

Cpp(t) = 0

-2
Csp (L) = K 2kB‘I‘l(t)m { a(t) - % }

2
T

Co(t) = —— =
ss(t) 2kgT (t) ¥2m

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

lo cual concluye la busqueda de la matriz C. Pero para completar

la solucidén resta obtener la funcién g¢(t) sustituyendo en 1la

ecuacién (2.45) la entrada de la matriz Cg(t) se obtiene

t t?
2
= - 70 77 - l 2 - E r7s 4
a(t) bOJ exp J' 2% ){ aerr) -2} 2 1 at at
0 ol| T

con lo cual estd completamente definida 1la anchura, M,

gaussiana, solucidén de la ecuacidn de Fakken—Planck .
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CAPITULO 1l

SISTEMA CUANTICO EN UN BANO TERMICO

Este capitulo estad dedicado al estudio de la interaccién que
existe entre un sistema cuantico y un bafio térmico compuesto por
osciladores cuanticos{4], a través de 1la obtencidén de las
ecuaciones de Langevin Generalizadas que describen la evolucidn
del sistema.

En una primera parte se plantea el modelo gque estudiaron
E. Cortés, B.J.West and®K.Lindenberg(6,10], dque considera una
temperatura constante para el bafio térmico y en la segunda parte
es una aportacién original en la cual se agrega una dependencia
temporal a la Temperatura. En ambos casos se aplica el método de

Zwanzig[5] descrito en el primer capitulo.

OBTENCION DE LA EcuacioN DE  LANGEVIN GENERALIZADA ~ PARA = UNA
TEMPERATURA CONSTANTE EN EL BARNO

Para la descripcién del conjunto sistema-bafio es necesario
partir de 1los operadores de creacién (aniquilacién) a‘(a) vy
b;(bi) para el sistema vy 'para el bafio respectivamente, donde
b;(b,) crea (destruye) una excitacidén de tipo i1 con una energia
hw, en el bafio. El sistema a considerar posee un sdlo grado de
libertad y su acoplamiento con el bafio es bilineal, i.e. lineal

en las variables del sistema y lineal en las variables del bafio.

Hine = - %(a+ + a)z 7i(b; + by) (3.1)
i
nuevamente las cantidades 7¥; miden dicho acoplamiento.

De aqul que el Hamiltoniano Cuantico Total se ve expresado
como
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H = Hg(a*,a) + Hp({b],b;}) - £(a’ + a)) 7 (b] + by) (3.2)
i
donde el Hamiltoniano del bafio aislado es

Hp({bib;}) = ) hw;bib, (3.3)
i
y sustituyendolo en (3.2) queda

+ l‘, + +
H = Hg(a*,a) + ) hubib; - £ (a' + a)y 7,(b{ + by) . (3.4)
i i
el segundo y tercer miembro del hamiltoniano Jjuegan el mismo
"papel que Hgy del caso clasico, de manera gque podemos

etiquetarlos como:

i

Hs; = ) hwbib, - (a' + a)) = ¥ (b} + b;) . (3. 4a)
) 1_ i

La construccién de las ecuaciones de movimiento se realiza en el

esquema de Heisenberg tomando al Hamiltoniano Cudntico Total,
ecuacidén 3.4, entonces se obtienen las ecuaciones de movimiento
para los operadores que describen al conjunto; para el sistema

a . 1
a—t‘a—H[H,a] (3.5)

y sustituyendo el hamiltoniano 3.2) se tienen las expresiones

siguientes como ecuaciones de movimiento para los operadores

da i i +
IE2" % [ Hg,a ] +Z-ﬂ 7.ri(bi + b;) ‘ (3.6)
i
d _+ _ i + i +
2@ =-f7 [ Hs,a ]—Z—Eyi(bi+bi) (3.7)
i

Y para cada oscilador cuéntico del bafio

d i
a_Eb1 = z [ H,b, ] (3.8)
i.e.
d b, = - iwb, + (a* + {1l p b; + b
aE o T 10 (a a)'ﬁ 1’2 Wi( i i) (3.9)
i
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de donde resultan las ecuaciones de movimiento para b, y su

conjugado b;

b;

- wb, + (a° + a) £ 7 (3.10)

%o e
=

b; = + Lwib; - (a" + a) % v, (3.11)

para la evaluacidén de 1los conmutadores que aparecen en las

ecuaciones anteriores se ha hecho uso de 1las relaciones de
conmutacién entre los operadores involucrados y son

[a,a*] = 1, [b;,bj] = &, (3.12)

Siguiendo el método de Zwanzig[5] lo que procede es eliminar

a los operadores del bafio en las ecuaciones de movimiento del

sistema, asi que es necesario resolver las ecuaciones (3.10) Y

(3.11). La forma de dichas ecuaciones corresponde a una ecuacidn

diferencial de primer orden, no-homogénea y puede resolverse por

los métodos tradicionales[21], una vez resueltas se tiene

b, (t) = b,;(0) exp{-iw;t} +

+

ol R

t
[ J dt’ exp{-iw;(t-t’)} [a+(t’) + a(t’)] (3.13)
0

e integrando por partes se obtiene

v +
bi(t) - g5 [a'(E) +a(t)] =

LA} +
b; (0) - bW, (a (0)+ a(0)]| exp{-iwt} +

t
B %; 7, f dt’ exp{-ww;(t-t’)} [a'(t’) + a(t’)] @G

[o]
con esta solucidn es posible obtener de manera inmediata 1la
solucidén para el operador conjugado b:

+ (4 +
bi(t) - g [a7(Y) + a(t)) =
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+ ¥ +
+ |pi(0) - g [(aT(0)+ a(0)]| expiivgt) +

t
B aﬁt v f dt’ exp{iw, (t-t’)} [a'(t’) + a(t’)]. @i

o]
Hasta aqui se ha obtenido la solucién de las ecuaciones de
movimiento del bafioc y lo que sigue, de acuerdo al método de
Zwanzig, es sustituirlas en las ecuaciones de movimiento del

sistema lo cual conduce a la eliminacién deseada y a las
ecuaciones siguientes

para a
2

, (5
a‘—iEa=§[HS,a]+L22h2; [a*(t) + a(t)] +
i

i

t
- ih I at’ £(t-t’) [a‘(t’) + a(t’)] + i F (t) (3.16)
[0}

y para a*‘

2

sga=-f [ Ha ] —L}i:z;% [a*(t) + a(t)] +
t
+ ih f At/ £(t-t’) [aT(t’) + a(t’)] - i F,(t) (3. 16a)
(0]
donde £(t-t’) se define como
72
£(t-t) = %Z L cos{w, (t-t’)} . (317

h"w
i i

Yy se identifica como el Kernel de disipacién, mientras que a
¥,(t) se le define a través de la siguiente expresién

Wi + 71 +
F.(t) = z = b (0) - o, [27(0)+ a(0)]| expliwt) +

i
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+ [b,(0) - ﬁlw‘; [(a*(0)+ a(0)]]| exp{-iwt} (3.18)

y se interpreta como el operador de ruido.

Continuando con el método de Zwanzig hace falta agregar las
caracteristicas estadisticas al problema, para lo dque debemos
notar que en la expresidén (3.18) se observa que ¥ (t) depende de
las condiciones iniciales del bafio a través de 1los operadores
b,(0). Por lo tanto las caracteristicas estadisticas de ¥ (t)
estaran dadas a través de los promedios mecanico-estadisticos que
se obtengan de 1la matriz de densidad inicial del conjunto
sistema-particula, pues se supone que dicha fuerza fluctda
alrededor de 1los estados 1iniciales del bafio. La matriz de
densidad que corresponde a estas restricciones es canénica, por
razones semejantes al caso clisico expuestas en la segunda parte
del primer capitulo, asi se escogen como estados iniciales que

describen al bafio a B] y B,

r R
¥
B, = |bi(0) - g [a"(0)+ a(0)] (3.19)
- J
Y
r a 3
Y
Bl = [bi(0) - g5 [a'(0)+ a(0)] (3.20)
9 J

que estan desplazados respecto a los originales b, y b'. Y el

hamiltoniano H se ve modificado
SB

(m) .
SB

i
entonces la matriz de densidad se define como
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(m)
H
p = exp s |- (3.22)

T KT

Al haber modificado el Hamiltoniano del bafio es necesario

reinterpretar al hamiltoniano del sistema Hg, de tal forma que
(m)

dicho hamiltoniano también serd modificado y se denota como H

S

2

(m) v

H - Hg(a*,a) h—‘ fa*(t) + a(t))? . (3.23)

s W,
i
Regresando a las caracteristicas estadisticas del operador
"¥(t) se hace uso de la matriz de densidad p, ecuacidén (3.22), y
se obtienen las siguientes caracteristicas:

i) es Gaussiano y centrado en cero

<F (t)> =0 (3.24) .

ii) . satisface una relacién de Fluctuacién-Disipacion
Generalizada

g(t-t’) = Y E,(t-t’) - tanh by 3.28)
=1 hw, 2R, T 3

i
Para obtener dicha relacién se analizan 1las funciones de

correlacidén del operador ¥, (t)

<F (£)F, (t)> = lz Y #° (2n, + 1)cosw, (t-t’) +
h

i

- 1% Z wfsen w; (t=-t’) (3.26)
h
i

<F (L)F, (t)> = = Y 7. ( 2n, + 1)cosw, (t-t’)
h2 i
i

i 2
+ ;5 ) 7isen w, (t-t’) (3.27)
i

donde el valor esperado del operador de nUmero(Bose) n; esta
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determinado a través de la matriz de densidad, pues se define
como

1
exp{hw,/kzT} - 1

entonces la forma simetrizada de la funcién de correlacidn es

+
n; = <B] B> = (3.28)

<F (E)F (t7) + F (L)F (E)> = z Z, (t-t) (3.29)
i
donde Z; denota a

Z(t-t7) = 3172 cosw,; (t-t’) coth EBL— (3.30)
=1 p2 1 1 2kgT} '

comparando esta dltima expresién con el término de disipacidn
ecuacién .17, resulta que la Relacién Fluctuacién-Disipacion

buscada es

hw,

g(t-t7) =Y El(t-t')hiw1 tanh|spm|

i

con lo que la ecuacidn de Langevin Generalizada Cuantica para a
puede escribirse en la forma:
a .

4,4
dt T h

(m)
[ H ,a ] +
S

t
- & J dt’ £(t-t’) [a*(t’) + a(t’)] + i F (t)
0

(3.31)
y la ecuacidén de Langevin Generalizada Cudntica para el operador

a* es la conjugada correspondiente. El1 operador de 1la Fuerza
Estocdstica estd bien definido y corresponde a un ruido
gaussiano, centrado en cero y satisface una relacidén Fluctuacidén-
Disipacién. Dicha relacién implica conocer explicitamente el
espectro de frecuencias de los osciladores del bafio y notamos que
la temperatura también aparece de forma explicita.

Para comparar con el caso clasico se necesita tomar el

limite Hh»0 en la relacién Fluctuacidn-Disipacién Cudntica
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ecuacién (3.30)

2k, T

1
lim t-t’) = 1lim Z,(t-t’).— tanh
h-0 &l ) hoo z 1 )hwi
1

= 1 - 1
=) Ei(t-t’) £T = St g

i

. 1
-t 7 = = _t’
%1? £(t-t’) Z(t )R T

(3.32)

que coincide con la relacidn Fluctuacidén-Disipacién Clasica que

aparece en el capitulo I, ecuacién (1.36).

OBTENCION DE LA ECUACION DE  LANGEVIN GENERALIZADA PARA  UNA
TEMPERATURA CON DEPENDENCIA TEMPORAL .

El modelo a estudiar en esta parte es un sistema cuantico
sumergido en un bafio compuesto por osciladores cuanticos. Se
describe al conjunto(sistema-bafo) a partir de los operadores de
creacidn (aniquilacién) a*(a), b;(bl) del sistema y de cada
oscilador del bafio respectivamente y 1la interaccidén entre el
sistema y el bafio es bilineal. Dado que en la primera parte se ha
estudiado el mismo modelo pero con una temperatura constante se
partird de algunos de los resultados deducidos en la seccién
anterior.

El primer paso es hacer ciertas modificaciones en 1las
ecuaciones de movimiento para 1los osciladores cuédnticos que
componen el bafio en ausencia del sistema. Partiendo de las
ecuaciones para los osciladores del bafio aislado, que se obtienen

del Hamiltoniano Hy ecuacidn (3.3
Hp({bib;}) = ) hw;bib,

las cuales son

~ by = - iwb, (3.33)
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d + . +
3t b, = + iwb, (3.34)

se propone que la modificacién a hacerse en cada una de las

ecuaciones sea agregidndoles un término disipativo

b, = - iwb; + a(t) by (3.35)

b, = + iwb, + B(t) b, (3.36)

estas nuevas ecuaciones representen ecuaciones disipativas
efectivas para el bafio, para el cual se supone que la temperatura
se modifica a través de un mecanismo externo. La pregunta ahora
es ¢ Cémo hallar los valores explicitos de las funciones a y B?
Para esto sabemos que la matriz de densidad debe satisfacer 1la
ecuacién de Von Neumann([20]

th 2p = [Hy,p] (3.37)
y >p, la matriz de densidad esta definida a través del
hamiltoniano del bafio la cual suponemos que corresponde a un
ensamble candnico

HB
p = eXp - WT . (3.38)

es claro que esta matriz de densidad conmuta con el hamiltoniano

del bano, de manera que el conmutador del lado derecho en 1la

ecuacién (3.37) se anula, (Hz,p]=0. Entonces 1lo que resta
resolver estda del lado izquierdo de 1la ecuacidén .3n?! , de
donde se obtiene la siguiente relacién para los parémetros o y B
_ _ 1 4
a(t) = B(t) = 5 gg€nT(t) . (3. 39)

Conocido el pardmetro o(t) se procede a incluirlo en las

ecuaciones de movimiento para los modos normales que componen-al
bafio, i.e.

a‘% b, = - {iw, - a(t)} b, + (a° + a) & 7 (3. 40)

-

lver apéndice D.
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% b‘; = {iw; + ot(t)}b;' - (a+ + a) ¥, (3.41)

= ol

para simplificar la notacidén no se incluye la expresién explicita
para a. Procediendo con el método de 2Zwanzig se resuelven las
ecuaciones de movimiento <(3.40) y (3.41), para después eliminar
los operadores del bafio en 1las ecuaciones de movimiento del

sistema. Asi la solucién a la ecuacién (3.40) es?

L4

+ ¥ +
b (£) - go- [a'(E) + a(t)] =[by(0) - po- [a'(0)+ a(0)] |
-1 1 t
x R (t) expl-imt) - g7, J at’ exp{-iw, (t-t’)} x
o}
. : . T(t) ,
([a (£7) +a(t’)] - [a'(t’) +a(t/)la(t’) | |7e7) (3.92)
T(0)
donde R (t) () (3.43)
Yy para su conjugado b;, la solucidén es
+ L& + e Ty *00)+ o
bi(t) - - [a7(E) +a(t)] =[bj(0) - go- [a’(0)+ a(0)]|x
-1 1 t .
x R (t) exp{+uwt} - HI-Wi J dt’ exp{+iw;(t-t’)} x

0

25 (7Y + a(t’ - ra'(t’) + a(t’)la(t’ T—(E-,)—- (3.44)
(a () + a(t’)] (a (t’) (") Ja(t’) T(t")

Eliminando directamente los operadores del bafio, (b,,b}), de
las ecuaciones de movimiento para los operadores que describen al

sistema, 3.6) Y (3.7, se obtienen las siquientes ecuaciones :
para a

2

¥
[ H,a ] +4) 2 —— [a’(t) + a(t)] +
hw,

da

at 2 °

oY e

i

2ver apéndice E.
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t
- in Jdt’ £(t-t") { [at(t’) + a(t’)] +

0

- [a'(er) +a(tn)] ace) } I’T?% + L F(t) (3. 15)

y para su conjugado a‘

2
i

[a*(t) + a(t)] +

d i .
g =-flHa 1-i)2

bl
t
+ ih Jdt' £(t-t") { [a‘(t’) + a(t’)] +

[o]

- [a'(er) +a(en)) act) } ,l',r((tt,)) - i F(t) (3.46)
donde £(t-t’) se define como
2
2 s
E€(t-t’) = -52 — cos{w; (t-t’)} (3.47)
hw,

i
y no presenta modificacién alguna respecto al Kernel de

disipacidén de la primera parte de este capitulo, ecuacidén .17,

sin embargo a ?(t), la Funcién de Ruido, se define como

71 + vy + -1 .
F(e) = ) 5 | [Pi(0) - g5 (a'(0)+ a(0) 1R () exp{iwt} +
i
+ {b,(0) - :Ti [a+(0)+ a(0)] R—l(t) exp{-iw;t} (3.48)
i

la cual si presenta modificaciones respecto a la funcidén de ruido
que se obtiene cuando la temperatura del bafio es constante
(3.18) . Dichas modificaciones estdn en la dependencia respecto a
la temperatura del bafio a través de la funcidén R(t) = %%%% -

Lo que sigue es obtener las caracteristicas estadisticas de
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la Funcién de Ruido, escogiendo nuevamente una matriz de densidad
que corresponda al caso de un ensamble candénico-cuadntico de
estados del bafio desplazados respecto a los originales, es decir,

sobre un hamiltoniano para el bafio modificado

(m) 71 +
H = h w b, (0) - — [a (0)+ a(0 + C.H. (3. 49)
R {[Bi(0) = g [a’(0)+ a(0)]

(C.H. significa Conjugado Hermitiano)

(m)

H
p = exp sB . (3.50)

T k5T (0)

Dado que los promedios se hacen sobre los estados iniciales del
bafio, no se ve afectada la Saumianidad de la Fuerza Fluctuante,

ni su promedio,
-1 EEEN
<F(t)> = R (t)<F (t)> = 0 ‘ (3.51)

la relacidén entre la Fuerza Fluctuante y el Kernel disipativo se
determina a través de la forma simetrizada de 1la Funcidén de
Correlacidn

<F(L)F(L’) + F(L)F(E)> = <F (£)F,(L7) + F (/) F, (t)> x

-1 -1
x R (t) R (t7)

<F(E)F(E) + F(ENH)F(L)> = Z Z(t-t7) (3.52)
i
con Z; (t-t’)

-1 -1
Zi(t-t7) = 3%7? cosw; (t-t’) coth R ()R (t"), (3.53)

W
N 25T (0)

tal como para el caso de Temperatura constante, y entonces

relacionando 1la funcién de correlacidén (.52 y el término

disipativo (3.47) se obtiene
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1 %(t) R(t’) tanh|—e—1 _
fo, <(t) R(T") 25T (0)|

E(t-t’) = ) E (t-t’)
i
o bien incluyendo explicitamente a la funcidén de la Temperatura

se obtiene la Relacidén Fluctuacién-Disipacidn:

hw
E(t-t’) = 2 Ei(t-t,)hii T(0) tanh|sp—~— . (3.54)

1 T(t)T(t’) 2ksT (0)

Cuando se redefine al Hamiltoniano del bafio surge nuevamente

la necesidad de redefinir al Hamiltoniano del sistema, dgue en
este caso estd dado por
(m) 7?
HS = Hg(a*,a) -Z fo;
i
Quedando de esta manera la Ecuacidén de Langevin Generalizada

fa*(t) + a(t))® . (3.55)

para el sistema completamente definida por la expresidén siguiente

t

a i (m) . .4 .

Za = - at’ £(t-t’ t t’

da h[“s ,a] i [ atr ge-en) { AL + a(en))
(o]

- fat(en) +acen)] aer) } 'T%)T + L F(L) (3.56)

y para el conjugado hermitiano de la misma, pues el caracter
estocastico de dichas ecuaciones estda bien determinado por 1la
Gaussianidad de F(t) y por la Relacién de Fluctuacién-Disipacidn,
ecuacién (3.549).

Debemos hacer énfasis en las diferencias que presenta esta
ecuacién de Langevin Generalizada Cuéantica, respecto a la
ecuacidn correspondiente al caso en que la temperatura del bafo
permanece constante, ecuacién (3.31):

-A diferencia de la ecuacién (3.31), en la ecuacién (3.s6),
aparece de manera explicita la dependencia con la evolucién de la
temperatura, desde el inicio t=0 hasta el tiempo t
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- Aparece una nueva contribucién en el término con memoria,
dicha contribucién es proporcional a los operadores de creacién
"a’" y aniquilacién "a" que describen al sistema, es decir es un
nuevo término que incluye la historia de dichos operadores.

- Y en el limite T = constante se recupera la ecuacibén de
Langevin Generalizada Cuantica de la seccidén anterior

Calculando 1la relacidén Fluctuacidén-Disipacidén Cudntica
(3.54) en el limite h-O0,

lim £(t-t’) =lim ) Z,(t-t’) T(0) tanh|o 2 _
h-o h-o , —t hw, .|T(t)T(tl) 2kBT(O)
= ¥ B (t-t) T(0)
) kBT(O) ’T(t)T(t’)
lim £(t-t’) = E(t-t’) 1 (3.57)
h-o ks AT ()T (t") ’
con Z =) E(t-t’)

1

se obtiene la relacidén Fluctuacién-Disipacién del caso clasico
analizado en el capitulo II, ecuacién (2.1, lo que indica 1la
posibilidad de reducir nuestros resultados al caso clésico.
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

El principalA objetivo de este trabajo 1lo constituye el
estudio de la interaccién bilineal entre una particula browniana
Yy un bafio térmico con dependencia temporal en la temperatura. En
una primera parte se analiza una particula clasica y en una
segunda se analiza un sistema cuantico, para ambos regimenes se
describe un proceso No-Markoviano.

En el régimen clésico fué posible obtener la ecuacién de
Fokker-Planck y su solucién ma&s dgeneral , una vez conocida la
ecuacién de Langevin Generalizada[1l4], dicha solucidn corresponde
a una Gaussiana. Para dos casos limites se obtuvo de forma
explicita la solucidn:

i) En el limite Markoviano, dicha solucién coincide con 1la
obtenida por Brey y Casado[14]), haciendo 1las suposiciones
pertinentes para nuestra constante de acoplamiento respecto a la
constante de acoplamiento de ellos.

ii) En el limite & = g « 1 , donde se tomdé como parametro de

pequefiez a dicho cociente & se obtuvdé una solucidn aproximada por
métodos perturbativos 1la cual describe ain un proceso no-
Markoviano. _

En el régimen cuantico, capitulo III, se obtuvo la ecuacidn
de Langevin Generalizada de forma explicita, para cuando el bafio
presenta una dependencia temporal en la temperatura. Se encontrd
asl mismo una Relacidén Fluctuacién-Disipacién en 1la cual, a
diferencia del caso en que la temperatura es constante, aparece
una dependencia con respecto a los valores de la temperatura a
dos tiempos diferentes, dichos tiempos corresponden a los
escogidos para evaluar la correlacién de 1las fluctuaciones.
Recuperandose la ecuacién de Langevin Generalizada y la relacién
Fluctuacidn-Disipacién de 1la primera seccién si se considera
T(t)=cte.

En el 1limite <clasico h»0 se recuperan 1los resultados
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obtenidos en el capitulo II.

En la literatura se han estudiado otros tipos de
acoplamientos entre el sistema y el bafio, como ejemplo podemos
mencionar algunos trabajos de E.Cortés y K. Lindenberg (6,7,11]
asi como la tesis doctoral de Mencia[9]. El mismo Zwanzig en un
desarrollo formal no particulariza la interaccidén bafio-sistema.
Es importante sefialar que cuando la interaccidén sistema-bafio es
lineal en las coordenadas del sistema la ecuacién de Langevin
Generalizada correspondiente mantiene un ruido aditivo y si 1la
interaccién es no lineal el ruido es multiplicativo. El1 problema
estudiado en esta tesis bien podria aplicarse para tratar este
" tipo de acoplamiento, no lineal, en presencia de la temperatura
dependiente del tiempo y ver cual es la contribucién de estos
efectos. Otro aspecto a estudiar lo constituye el tratamiento del
ruido externo, que se menciona en el primer capitulo de este
trabajo,  prestando especial atencién a 1la influencia de 1la
temperatura y el ruido exterior. Asi mismo la generalizacién al
caso cuantico del problema de ruido externo constituye otro tema
que puede abordarse con los métodos desarrollados en esta tesis.
De todas estas alternativas la més inmediata consiste en aplicar
nuestros resultados cuanticos a un sistema estudiado por W.Magnus
y W.Schoenmaker[22], el sistema al que se refieren es un electrdn
sumergido en un conjunté de fonones (importandoles solamente las
contribuciones de un acoplamiento lineal), para dicho sistema los
autores obtuvieron una solucidén exacta para la disipacién, misma

que puede ser aprovechada para la aplicacidn de nuestros métodos.
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APENDICE A

Este apéndice se incluye para mostrar como se obtienen las
ecuaciones que deben satisfacer las cantidades que definen de
forma cerrada a la solucidn (2.36) de la ecuacién de Fokker-~
Planck (z.35), l1.e. se obtienen las ecuaciones de evolucidén para
los promedios a(t) y la matriz M;;(t).

Empezando por sustituir 1la forma general (2.36) en (2.37),
sabiendo que M es una matriz simétrica, se obtienen términos de
diferente orden en (%x; - a;[t]) de tal manera que, a orden lineal
se tiene

= { Miy(0) Geas(8) (% - ai(£)) + Byy(t) M, (E) ay(E)s
(%, - a;(£)) } =0
o bien (A.1)

M, (t) {- %ta‘(t) + Y B (Ba(t)} = o
3

d -
> 3, - ) A (t)a, =0 ,

3
(A.2)

que es  la primera ecuacidn que se buscaba.

Para la siguiente ecuacién se toman en cuenta los términos a

orden bilineal (x; - a;[t]) (x; - a;[t]), de ellos se obtiene
d
gt (B) (50 = a[t]) (%) - ay[t]) + A (£)M (t) (x, - a;[t])
By
- agle]) b M (E) M (8) (% - alE]) (%) - ay[t])
(A.3)
y haciendo simplificaciones en la expresién anterior resulta
9 M + T2A ()M + T B (t) M (£)M (t) = 0
at Tij - 11 1] . 1k € 15 i (B =
(A.4)

que es la expresidn buscada.
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APENDICE B

En este apéndice se muestra el procedimiento seguido para
obtener la forma general para la solucidén a la ecuacidn de 1la
anchura M;; de la solucidén de la ecuacidén de Fokker-Planck.

Primero se propone que la solucién M sea de la forma

d
M, (t) = € (t) gg£n (t)

(B.1)
entonces al sustituirla en 1la ecuacidén <(2.39) se obtienen dos

restricciones que deberén satisfacer las matrices My C

C
ij k1 _
Tz Tz Gty =0
(B.2)
Yy
r 2 9 g _
Ciyg ¥+ Cy g+ AL, 7=0
(B.3)

donde se han denotado las derivadas temporales con "-.",
Debido a que sdlo existe un elemento de 1la matriz B

diferente de cero se deduce de la ecuacién (.2) que

1
C B m— (B. 4a)
SS [BSS
CU = Cn para i # ; con {i,j} = {q,p,s} (B. 4b)
2
CQQ = BSS CSQ (B. 4c)
2
EPP = Bssa:sp (B. 4d)
(EQP = !BSSCSPCSQ (B. 4e)

De las ecuaciones anteriores se observa que C es una matriz
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simétrica, y ahora si se sustituyen las entradas de las matrices
A y B, (2.40-41), en la expresién (s.3), resulta que por la
simetria de la matriz €, el dltimo término debe coincidir para

las ecuaciones correspondientes a C;; y C,;; entonces

RAsqCsp = RgpCqq + AgpCsy (B.5)
RAsqCss = RpgCop + RAgsCsq (B. 6)
RgpCqs + RgspCss = RpsCpp + AgsCop (B.7)

sustituyendo (B.4a,4c) en (B.7) se obtiene

1 2
AQPCQS + ASP E—S—S' = mPSlBSSESP + ﬂSSCSp (B.8)

sustituyendo (B.4a,4¢) en (B.5) se obtiene

1
0\———={MIB(D +0\a:}cc (B.9)
hsQ BSS PS*™ss'™sp SS™SP SQ
sustituyendo .99 en .8) , y después del algebra necesaria se
llega a
2 2
RspBssCsp + 2RpgAssBssCosp = {Ags + AgpPpg} Cgp +

”\QP”‘SQ = RgpAgs
Bss

(B.10)
si ademds se incluyen los valores explicitos de los elementos de

las matrices A y B, 1la ecuacidén (.100 se transforma en 1la
siguiente expresidn

2 2 2

donde « ha sido definida en el texto y la nueva variable y(t)
estd definida a través de
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2k,T (£) 721
y(t) = —kiz—— C, (t) :
T
(B.12)

AGn cuando no se conoce la expresidén explicita para la variable
Qw(t) se pueden reescribir las demas entradas de la matriz en

términos de Cﬁjt), con ayuda de (B.4), quedando

2
7,0 (t) N 2
Cu(®) = 2,7(E)m Y [“ -
(B.13)
2
a(t)Cepr(t
C _(t) = 7o (t) Cop (1) (B.14)
QP
T {Y + l:oc - —]{l
T
-1
_ T a(t) £, 1 |
Cos(t) = 25, T(t)m y {a t:l (B.15)
(Dpp(t) =Yy Csp(t) (B.16)
(B.17)

2
T

C(t) = ————
2k,T (t) my2

que son las expresiones (2.46-50) del capitulo 2.
Por lo que correponde a la funcidn g(t) se puede resolver la

ecuacidén (8.3) en funcidén de Cg y Cgq

Cas 2 + €y

T o+
q g k3 k3

(B.18)
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desarrollando el producto de matrices

. e

Ci3 g Cs3 % + {ApsCsp + RgsCss} g‘ =0

9
(B.19)
entonces sustitgyendo las Ay vy C;; correpondientes queda
2
o 4k;T(t) 7, m _ 2 *
q + — ‘L‘Sp(t) T g 0
T
(B. 20)
Yy sustituyendo
2
2kgT(t) 7,m
Y(t) = ———‘C—z—*— ‘DSP(t) (B. 21a)
y é = Db (B.21b) -
(8.21) se transforma en
b(t) + 2 {y(t') - -1_1- b(t) = 0_ (8.22)
cuya solucidn es realmente obvia
t
N - _ 2
b(t) = b, exp j{2y(t') 2} at . (8.23)

o)

Por lo que al pasar a la funcién g(t), en base a una integracién
se obtiene

t t?
g(t) = b, J exp —J {Zy(t") - % } dtr/ dt. (B. 24)
(o] (o]

tal que al sustituir 1la funcién y(t) (.21a), ¢(t) queda
expresada como
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t L’

a(t)= b, [{ expi-|

0 o T

4K,T (' ) ¥°m
2

2
- = p dt’’ dat’ (B.25)
Qsp(t”) T 25

que es precisamente la ecuacidn (2.43).
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APENDICE C

En este apéndice se muestra, para el caso de ruido blanco la
obtencidn de las expresiones que satisfacen los promedios a;(t) y
la matriz My, ().

Sustituyendo las matrices A y B (2.62-63) en la ecuacién

d —
atd - Z lAu(t)aj =0 ’

3
(C.1)

queda un conjunto de dos ecuaciones diferenciales de primer orden
acopladas

ata - — =0 ‘ (c.2)

d 5 2my3
atd 2mysa ag + M

sustituyendo (c.2) en (.3 queda una ecuacidén diferencial de

a = 0 (c.3)

segundo orden

.o 2my2 . 2my2a
a, + aq

a, = 0 . (C.4)

Proponiendo que la solucién sea de la forma

2
ag(t) = 4(t) exp {-M% t (C.5)
M
al sustituir «(.5s) en (.4 se obtiene la ecuacién "que debe
satisfacer g(t)

2
o

M

LR 4 2 2
5 - -ny, +
M

a(t) 3 =0 .

Una vez conocido a,(t) lo que resta es sustituir en (c.2)
ap(t) = M a,
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entonces ap es

. 2
ap(t) = {My(t) - myoz(t)}exp {-™ t
M
con lo cual se han obtenido los promedios de las variables.
En este apéndice también se muestra el procedimiento seguido
para obtener la forma general para la solucién a la ecuacidn de
la anchura M;; de la solucidén de la ecuacidén de Fokker-Planck.

Como se propone que la solucién M sea de la forma

d
M, (t) = € (t) Fgn o(t)

entonces se pueden utilizar los resultados del apéndice B, del
cual conocemos dos restricciones que deberan satisfacer -las

matrices My C

C
1] k1l _
Tz T2 Gy =0
(B.2)
Yy
ey i+ecyt +ac E=0
9 s ki kj g
(B.3)

Debido a que sbélo existe un elemento de la matriz B diferente de
cero se deduce de la primera condicién (.2 que

1

Cpp = =—— (C.8a)
PP IBPP
‘EQP = CPO (C.8b)
2

De las ecuaciones anteriores se observa que C es una matriz
simétrica, y ahora si se sustituyen las entradas de las matrices
A y B, (2.40-41), en la expresién (8.3), resulta que por 1la
simetria de la matriz €, el Gltimo término debe coincidir para
las ecuaciones correspondientes a Cyp y Cp i.e.
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(c.9)

RApaCpp = RgpCoq + Applop

con los valores explicitos de A,;; queda

2
2my2a Cpp = e, + 2m7, (C.10)
o PP M QQ M QP .

sustituyendo (c.sa,8c) en (c.9) se obtiene

2 2

amy kgT(t) 2my > 2
_—E—M——-— Cop -—M—°- amykpT(t) Cgp - 2myga(t) = O (c.11)

una ecuacién cuadratica , cuya solucidn es
M 1 1 20 (t)

ahora sustituyendo en (c.sc)

M 1 1, 20(t) | : |
C = B by wrsw = + _— + —— (C.13)
QQ PPY 4k T (t) M ’[MZ my2M

desarrollando el cuadrado y sustituyendo (2.63) se obtiene

1 2 ‘- 2 2a(t)M
Coo = 575 2m + 20 (t)M + 2m 1 + ———
QQ 4RgT (T) Yo (t) ¥o J —

que acompleta al conjunto de entradas de la matriz C.
sustituyendo Cy), Cgp Y Cpp

Y con respecto a la funcidén g(t)

en (B.3)

Cop £ + Cpp &+ o2 c, 2=0

(C.15)

y desarrollando el producto de matrices
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Cpp % + Cpp %- + 2{RAgpCqp + PppCpp} % =
(C.16)
entonces sustituyendo las Ay y Cyy correpondientes queda
2
.o 4k;T(t) 7y, m _ 2 . _
g + ____7;_3_ Cﬁxt) = q 0
T
2
.o my2)° + 2Mmy2x(t 2my2 .
q + 2 (m5) o().-Za(t”) - 2 g =0 (C.17)
2 M
i M
y cambiando a una variable é =b {c.18)
(c.17) se transforma en
2
. my2)° + 2Mmy2x(t
Beey + | of (mUR) * 2Mmada(t)
M
2my2
- 2a(t) - T b(t) =0 (c.19)
cuya solucidén es obvia
t 2 h
(my2)” + 2Mmy2a(t’)
b(t) = b, exp —f 2 "
o
2my?2
- 2a(t’) - ¥ at’ . (c.20)

Por lo que al pasar a la funcién ¢(t), en base a una integracién
se obtiene la forma explicita para la funcién q(t)
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b

(my2)? + 2Mmy2a(t’’)

- 2
exp l 7

g(t) b,

O Gy

2my2
M

- 2a(t’’) - dat’’ dt (c.21)

que es precisamente la ecuacidn (2.70).
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APENDICE D

Se incluye este apéndice para mostrar como se obtiene el
valor de los parametros a(t) y B(t). A partir de la ecuacién de

Von Neumann .

8
h &P T (Hg,p1 . (0.1)

el lado derecho se anula por la conmutatividad entre p y Hy, y
sustituyendo la matriz de densidad

HB
£ P KTEY |

en el lado izquierdo de la ecuacidn .1) se tiene

. 3 hw, . +
ih 5% e"p{ Z ET(E)P }
después de desarrollar la derivada

h +
h = { sz(t)b (t)b,(t)} exp { szT“;’t) } =

]
o©

(b.3)

_ hw, g 1 + 1
= —Zk—sé_E{T(_t} PL(B)B(R) - ey X

hw, +
Z ka at {bl(t)bl(t)} exp { szT(t) } =0 (D. 3a)

anallzando por separado las derivadas que aparecen en (p.3a), Se

- 0 1 _ a 1 _ 1 a
at { T(t)} ~ o dat { T —_(t)} = < ey aenT(v) (D. 4)

tiene
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= {bi(t)tn(t)} {a%b:(t)} b, (t) + b, (t) {gdgb,(t)} 0.5)

Sustituyendo las ecuaciones de movimiento (3.36) y (3.37) en
(p.5) resulta

{ tw, + BO)IB] } by(E) + bi(t) { {w, + B(E)}b, } 0.6)
y sustituyendo, a su vez, m.4) y @.6) en la forma desarrollada

de la ecuacidn de Von Neumann (p.3a), se obtiene

. . hoy v
D K T(E) GELT() B(E)D(E) exp { ZkBT(t) }
i

TTET L % {{ {iw, + B(E)}b] } by(t) +
i

+ b; (t) {-iw, + a(t)}b exp {- et b,b 0 (0.7
1 { 1 t } z K_T(t
. i

Considerando que el conjunto de osciladores son 1los modos
normales de vibracidén del sistema, es posible agrupar términos y
eliminar las sumatorias y se obtiene

d

{B(t) + a(t)} - aEznT(t) =0 (D.8)
entonces se llega a la expresidn.
a(t) = B(t) =2 c;’tsenfr(t) (0.9)

que es la expresidén buscada.
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APENDICE E

En este apéndice se presenta la solucién de las ecuaciones
de movimiento para 1los osciladores del bafio térmico (.400 Yy
(3.s1). Una vez resuelta la primera es inmediata la solucidn a la
segunda pues es su conjugado hermitiano. Partiendo de la ecuacién

d

i
at o

= - {iw; - a(t)} b, + (a+ + a) 57,
donde la solucién de esta ecuacidédn puede obtenerse como la suma
de la solucién a 1la parte homogénea mAs una solucién
particular({21]

b, (t) = by (t) + blp(t)
resolviendo la parte homogénea de la ecuacidn (E.1)

d

3E Pyt {w - a(t)} by=0

b, = b,(0) exp - { {iw, - a(t)}t}

-1
b; = b, (0) exp{-i;t} R (t). (E.3)

h

Una vez conocida la solucidén se busca la solucién particular, con
ayuda de la ecuacién (.3, se determina b%(t)
t -
by () = by (t) Idt’ by, (t7) {{a’(t) +a(tr)y ¢ 7.} E 0
o
sustituyendo la solucién homogénea y realizandoe una integracién
por partes
R(t’)

(4 +
‘blp(t) = h_a;; (a (t’) + a(t')]w eXP{'wi(t"t')},I +
‘ o

t

- Idt’ exp{-w, (t-t’)} % 11' {{é"(t') + a(t’)) +
(o}
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- @'t +aceny aer) ) l'rT(%)T €0

evaluando en los limites que se sefialan se tiene

7y
ho,

[a* (/) + a(t’) )Gy expi-u (t-t/)} I =
. o]

+ ¥ .
'&;—i [a (t) + a(t)] - h_wii [(a"(0) + a(0)] exp{-wt}. (E.5)

Asi que sustituyendo la solucidén homogénea y la particular

en la solucidén completa para b,(t) se llega a

b(t) - g [a7(E) + a(E)] =[b/(0) - g [a'(0)+ a(0)]|x

t
-1
x R (t) exp{-iwt} + - h—“]‘;—i 7, f dt’ exp{-iw, (t-t’)} x
(o]

o; ‘_.. » + T(t)
[[a (t’) + a(t’)] - [a"(t’) + a(t’)]a(t’) J TET)

con lo que obtiene la ecuacidén (3.420 y el conjugado de dicha
ecuacidén es la ecuacidn (3.43), que son las ecuaciones buscadas.
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